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الفصل الأول 
الدروس 


1-1 الرسوم البيانية 
2-1 النماذج الخطية ومعدّلات التغيئر 





31 الدوال وبياناتها 
| مراجعة 
| تحضير للاختبار 





النماذج الواسعة الانتشار. النماذج 


البعض أنواع الطائرات. 
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کے 
هل أنت مستعمدة 
ببسسس 


“يم المُْفْوّدات 

اربط كل عبارة ‏ العمود الأيمن بتفسيرها 4 العمود الأيسر. 

1. الدالّة (أ) مجموعة قيم × التي تسمح بحساب القيم ()/ . 
2 المتقيّر الحر ب تتحدد قيمه تبعًا لقيم المتغير الحرٌ ‏ علاقة دالَيّة. 
3 المتفيّر التابع (ج) دالة تمرف قاعدتها بأشكال مختلفة على فترات مختلفة. 
4 مجال الدالة/ (د) علاقة بين متغيّرين تُحدّد كل قيمة للأول قيمة وحيدة للآخر. 
5 دالة متفرّعة القاعدة (ه) مجموعة قيم (2)/ الممكنة. 

(و) متغيّر يُحدّد قيم المتغيّر التابع 4 علاقة دالَيّة. 


”> مجال الدانّة 

4 التمارين من 2 إلى 7: جد مجال الدالّة. 

© 2= ر © دمر f= 16x‏ 
+«-2لة- هار un2x-‏ دمر © دمر 


ني6 قراءة البيانات 


التمرينين 8 و 9 اكتب دالّة متفرّعة القاعدة للبيان. 


3 
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الرسوم البيانية والنماذج 
Graphs and Models‏ 


الأهداف بیان الدالّة 
* يرسم بيان علاقة استنادًا ‏ أحدث عالم الرياضيات الفرنسي رينيه 
إلى مغادلتها. ديكارت: ب4 العام 1637 للميلاد. ثورة بذ 


* يجد تقاطمات بيان دالة مع 8 . 
محوري الإحداثيات. دراسة الرياضيات؛ عندما ربط بين شرعيها 

* يختبر تناظر بيان دالة حول الأساسيين: الجبر والهندسة. فقد أصبح 
المحور ب أو نقطة الأصل بذ 











المستوي الإحداثي. 2 1 رينيه ديكارت ‏ (1650-1596). 
9 اٹ الت ا ايت 
ا الإحداثي. التعبير جبريًا عن المفاهيم يا 
دالتين. ”0 الهندسية وتمثيل المفاهيم الجبرية E E‏ 
و gs‏ والعلوم والرياضيات وإليه تود كرة تمثيل نقطة يذ 
هندسيًا. سمحت قوة هذه المقاربة بتطوير المستوي بزوج مرتب من عددين. وفكرة تمثيل 
المفردا: #أناطةء هلا ايوش عوك وكا جنات ل 5 
ت a pe locabulary‏ ا 
والتكامل خلال قرن من الزمن. 1697 8 1 
نقطةحل ادم sole‏ 
جدول قيم ٠۲ ۷هاد٠١ ٠‏ 73000 سوف نتبع ب هذا الكتاب مقاربة ممائلة ب دراستنا لحساب التفاضل والتكامل. ونعرض أفكار هذا 
تقاطع أفقي 2 1*0 الفرع من الرياضيات بيانيًا وجبريًا وعدديًاء لكي تتمن من إدراك مفاهيمه الأساسية. 0 
@ تقاطع عمودي ١‏ 11990006 استممل المعادلة 7ب تر+ :ا النقطة (2,1) نقطة حل لهذه المعادلة لأن التمويض عن +± ب 2 
© وعن لب 1 يحول المعادلة إلى مساواة. لهذه الممادلة حلول أخرى كثيرة مثل (4 ,1) (7 ,0) . 
لكي تج جميع الحلول بشكل منج س العادلة بالنسية إلى لاتحصل على 
أقامامم 0 1 
ملام معام 


77-3 5 5 
نموذج رياضي لمهم هماهلا 757-3 مقارية جبرية 
model‏ 


ثم أنشىء جدول قيم بالتعويض عن × بعدة قيم. 


تالس کا متريدسية 


قب ]هد |11 | * | + 
يتطلب رسم مستقيم معرفة 7 





























يُمكنك القول» استنادًا إلى الجدول. أن (7 ,0) و (4 ,1) و(2,1) 
و(2- ,3) و (5- ,4) حلول للمعادلة الأساسية 7-ب++3 . 
لكن هذه المعادلة. مثل كثير من المعادلات. لها عدد غير محدود 
من الحلول. كل حل يدد نقطة ب المستوي الإحداثي. مجموعة 
هذه النقاط الحلول تشكل بيان المعادلة. 














سوف تتعلّم ‏ هذا الكتاب عدّة طرائق لرسم 
أبسطهاء رسم عدد من النقاط الحلول يما 
متاه 


أت الدوال والمعادلات. من هذه الطرائق. وهي 
لتحدید بيان. ثم وصل هذه النقاط بخط 





4 القصل1 الرسوم البيائية والثماذج الخطية 
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ان بالنقاط 


ارسم بيان الدالّة 2-2 





الحل 
ابدأ بإنشاء جدول قيم. 


























مثّل النقاط الواردة ب الجدول. ثم اربط بينها بخط منحن مناسب» كما هو مبيّن ب الشكل 
المقابل. هذا البيان هو قطع مكافئ. إنه أحد القطوع المخروطية التي ستتعلمها ب2 الفصل 
السادس. 







7" 1. ارسم بیان الدالّة “د-1-(2)/ . 


بالنقاط أمر سهل كما رأيت. لكنه يشكو بعض العيوب. فأحيانًا. تحتاج إلى رسم نقاط 
بن فكرة جيدة عن هيثة البيان. سترى. عبر مثال الد اة f= Lx(39-10+ +x")‏ 
أن رسم عدد قليل من النقاط يؤدي بك إلى استنتاجات خطأ. فإذا رسمت النقاط (3: 
وَ(1- ,1-) و (0,0) و (1,1) و(3 ,3) ستستنتج أن بيان 
: الصفحة التالية. إلا أن رسم نقاط إضا 
من ذلك كما يُظهر البيان الأيسر من الصفحة التالية. 












14 قرس البيانية والشلئج 5 
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يمر 33 
م 03 
2 
0 

TS 
1,1) 
ر‎ 
2 2 
7 
“ر‎ -3( 
تقاطعات البيان‎ 
من النقاط الحلول. ادها‎ 






تُسمّى هذه النقاط تقاطعات 
هي نقطة تقاطع بيان الدالة مع المحور « 





1 
= 3) 39-10 +) 





بسهولة. إنها النقاط التي يساوي أحد إحداثييها 0. 
نقطة التي إحدائيّها × يساوي 0. أي النقطة (0,2): 
إنها تقاطع عمودي. والنقاط التي إحداثيها 


الثاني يساوي 0. أي النقاط (0 ,4) . هي نقاط تقاطع بيان الدالة مع المحور × . 


إنها التقاطعات الأفقية. 


الإحداثيات × التي تمل التقاطعات الأفقية لبيان الدالة/ 
يكون لها تقاطع واحد أ 
إلى مجال الد 


يكون للدالة تقاطمات أفقية: أو أر 
العمودية فهي (0)/ إذا كان 0 ينتمي 
للدالة تقاطمًا عموديًا واحدًا على الأكثر. 








جذور المعادلة 0-(2)/ . يُمكن أن لا 
أكثر. أما الإحداثيات ‏ للتقاطمات 
ج من ذلك» ومن خصائص الدالةء أن 












مقال [ إيجاد التقاطعات الأفقية والعمودية 


جد التقاطمات الأفقية والعمودية لبيان الدالة بره ”. 





x(t-2)(+2)=0 
جذور المعادلة هي‎ 
بما أن 0 ينتمي إلى مجال الدالة‎ 


ان الدائّة 4#- ثم د(ه)ر 














بة هي (0 ,2-) و (0 ,0) 0(3 ,2). 
انها تقاطمًا عموديًا واحدًا هو ((0,/)0) أو (0,0). 





نياك د سس 


الفصل 1 الرسوم البياتية والنماذج الخطية 





بيان الدالة 1- “د ()/ . 











الحد الثابت يذ معادلة دالة 


حدودية هو ناتج ضرب عدد 





* و 0 عدد ذوجي. 
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حو‎ 


تكنولوجيا استعملت ذ المثال 2 طريقة جيرية لإيجاد التقاطعات. إذا تعدّر عليك استعمال الجبر 
لإيجاد التقاطعات. استعمل الطريقة البيانية لذلك. عن طريق تحديد نقاط تقاطع بيان الدالة مع 
محوزي الإحداثيات. 


تناظر بياتات الدوال 
إذا عرفت أن بيان الدالة متناظر بالنسبة إلى مستقيم 

أو نقطة: فمن شأن ذلك أن يجعل رسم هذا البيان أسهل. 
ما عليك عندها إلا رسم نصف البيان ثم إكماله باستعمال 
التناظر. 

يُمكنك استعمال النوعين التاليين من التناظر. 





اظر بالنسبة إلى المحور ل يكون بيان الدانّة /. 
متناظرًا بالنسبة إلى المحور ل إذا كانت'/ تحمّق 
()/ -(-ار. لكل قيم × الواقعة ‏ مجال الدالة. أي 
إذا كانت دالّة زوجية. 








2. التناظر بالنسبة إلى نقطة الأصل: يكون بيان الدالّة 
متناظرًا بالنسبة إلى نقطة الأصلء إذا كانت رتحفّق 
()۶-=(×-) ٠ء‏ لكل قيم × الواقعة بذ مجال الدالة: أي 


1. يكون بيان الدالّة متناظرًا بالنسبة إلى المحور لر 
كانت الدانّة زو 
اظرًا بالنسبة إلى نقطة 
الأصل إذا كانت الدانّة فردية 








يكون بيان دالّة حدودية متناظرًا بالنسبة إلى المحور ل إذا 
كانت درجات جميع الحدود غير الحد الثابت: بے معادلتها. 
الدانّة اث 1 :(۸) متناظر 
بالنسبة إلى المحور ر كما أن بيان دانّة حدودية يكون 
متناظرًا بالنسبة إلى نقطة الأصل إذا كان الحد الثابت 
ب معادلتها يساوي 0 وكانت درجات جميع الحدود ب 
هذه المعادلة درجات فردية. مثال ذلك: بيان الدالّة 
- ”+ -()/ متناظر بالنسبة إلى نقطة الأصل. 


درجات زو 
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l3 GE‏ اختبار التناظر حول نقطة الأصل 
بين أن بيان الدالّة د "+2 -(+)/ متناظر 
بالنسبة إلى نقطة الأصل. 





7" 3 بين أن بيان الدالة 2+ *د- “+2 -(+)/ متناظر بالنسبة إلى المحور ر. 


مقال [ استعمال التقاطعات والتناظر لرسم 
ارسم بيان الدالّة 1+ “د زجعا 
الخل 
البيان متناظر بالنسبة للمحور ر لأن الدالّة زوجية: 





انات الدوال 


)۴ =1+ دا وب)-د ودار 
ترسم نصف البيان العائد إلى قيم × الموجبة 

ثم صورة هذا النصف بالانعكاس حول المحور لإ 

حدّد تقاطمات بيان الدالّة. 

التقاطمات العمودية: هناك تقاطع عمودي واحد عند النقطة (0,1) 
التقاطعات الأفقية: عليك حل المعادلة 0-(2)/ أو 1=0+ *-. 
لهذه المعادلة جذران هما1-=× 1= ×. لبيان الدالة. إذّا. 
تقاطمعان أفقيان عند النقطتين (0 ,1-) و (0 ,1) 

حدّد نقاطًا أخرى على الجزء الأيمن من البيان: 

(00/ .1) أو (0 ,0 ((2)2 ,2) أو (3-.2) . 

(۶3 ,3( أو(ه ,3). 

ارسم النصف الأيمن من البيان: 

أكمل رسم البيان باستعمال الانعكاس حول المحور 

3 











الفصل 1 الرسوم البيانية والنماذج الخطية 


سه 
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. «(=2 ارسم بيان الدالّة‎ * Vf 
3 


نقاط التقاطع 
كل نقطة ب4 المستوي الإحداثي مشتركة بين بيانَّي دالّتيّن هي نقطة تقاطع لبِيانَي 
. لإيجاد نقاط تقاطع بيائَيّ دانتيّن/ و 8 حل المعادلة (*)م -()/ . جذور هذه المعادلة 
هي الإحداثيات × لتقاط التقاطع. 








ايجاد نقاط التقاطع لد الْتيْن 

جد نقاط تقاطع بيائي الدالّتيْن 3-٭=(«»)؟ و 1-×=(«)ع. 

الحل 

ابدأ بحل المعادلة (2)م-(+)/ أو 1--3-*+ التي تؤول إلى 2-0-- “م . 





مكخان 10 








لهذه المعادلة التربيعية جذران هما 1--م و 2=×. 








3 (2,1)-(20)ث ,2)-(1)2 .2( 


تحقّق مما توصّلت إليه عن طريق 
رسم بيائي الدالثيين وتحديد نقاط 
تقاطمهما. 





. جد نقاط تقاطع بيائي الدالتين ×= "مد زعا و (1- *م1-(مام‎ .5 E 


مثال 0 إيجاد الدالة صاحبة جدول قيم 
جد قيمة ۸ لكي يكون الجدول جدول قيم لدالة1- »+ *-< ()[. 






SIGE 
»|-4|-1|8 


























E‏ 6. جد قيمة ۸ لكي يكون الجدول جدول قيم للدا 


#312 
3 1 
AOE 
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التمارين من 1إلى 4 حذد بيان الدالّة. 
u‏ 





01 
3 
7 


























ل 4 
2 
5 3 0 
CEM ET 1‏ ل E E‏ 
2 
© 2+ دمر -ول.- )و 
f= /0=4-° © 06‏ 
التمارين من 5 إلى 10 ارسم بيان الدالّة بالنقاط. 
:ده-6 رمال © *«-مدمر |2+»|=10 
© تعطدمر © 2دمر © دمر 
ل التمارين من 11 إلى 14: جد تقاطعات بيان الدانّة مع محوري الإحداثيات. 
+x-2 ©‏ =0 © 25-7 =0 
f= 0 5 f(0=(x-DN +1‏ 
.4 التمارين من 15 إلى 20 حدد إن كان بيان الدالّة متناظرًا بالنسبة إلى المحور أو 
إلى نقطة الأصل. 
© دمر ‡=0/ 
© += © تجمادمر 
التمارين من 21 إلى 24؛ جد نقاط تقاطع 
© --2دمر 5 g()=2x-1‏ © 6-2°= )۶ وعسددمع 


سرج 2= فود (م)/ و ع3 + ثم دمع 





g(%=6-x j 6+زة-2|--(م)م,‎ 


10 القصل1 الرسوم البيانية والنماذج الخطية 
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نقطة المنفعة يقول الاقتصاديون أن ربحية مؤسسة بلغت نقطة المنفعة إذا تساوت كلفة الإنتاج 
ومردود البيع. جد نقطة المنفعة لمؤسسة دالَةٌ كلفتها 10000+ :5 -© ودانّة مردودها × 











اكتب معادلة دالّة. تقاطعاتها الأفقي 








يُبيّن كل جدول نقاط حلول لمعادلة من المعادلات 


y=k+5‏ ها y= +k‏ ها =k‏ تعدو 





حدّد جدول كل معادلة؛ وحدّد قيمة #. وضّح طريقة عملك. 


*| 9| *|1 | 2 عد | 9 |4 |1 ]820 
2481| 3| ر 23 | 7|153 ` 

جع.| 9| 4 | 1| x‏ +| 9| 1|4 3 
4| 9| ر 1| 96 ر 






































صواب أم خطأ؛ 4 التمارين من 28 إلى 31 اذكر إن كانت المقولة صوابًا فعلّله أو خطأ فأثبته 
بمثال مضاد. 


إذا وقعت النقطة (2-,1) على 
على هذا البيان أيضًا. 


متناظر بالنسبة إلى نقطة الأصل ‏ فإن النقطة (2-,1-) تقع 





إذا وقعت النقطة (2- ,1) على بيان متناظر بالنسبة إلى المحور 'ز. فإن النقطة (2-,1-) تقع على 
هذا البيان أيشا. 





فقن مختلقين. 





( إذا كان 0<ءم4- مو 0غره . فإن لبيان الدانّة ء+×ط+ *ده-(م)ثر تقا 
3ع إذا كان 0-مه4- زو ۶0 . فإن لبيان الدانّة ع+دط+ مه =(») تقاطمًا أفقيًا واحدًاء 


جد ممادلة البيان الذي يتألف من جميع نقاط المستوي الإحداثي (« ,×) التي تبعد عن نقطة الأصل 
ضعف يدها عن النقطة (3 ,0). 


1-4 الرسوم البيانية والتمائج 11 
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النماذج الخطية ومعدلات التغيّر 


Linear Models and Rates of change 


ميل المستقيم 

عندما تتحرّك نقطة على مستقيم غير عمودي ت 
فقي وحدة واحدة من اليسار إلى اليمين. 
تصعد النقطة أو تهبط وفمًا لوضع المستقيم. ميل 
المستقيم هو عدد الوحدات التي تصعدها ( أو 
تهبطها) النقطة نتيجة لهذه الحركة. استعمل :: 
(2:) و (رل ,*) على المستقيم. 

كلما تحركت نقطة على المستقيم من اليسار إلى اليمين تحرّكا أ 
تحرّكت النقطة عموديًا تحرّكًا مداه ,لإ - ر = ر وحدةء (4. اقرأ دلتا 26118: هو حرف يوناني. 
وتشكلٌ كل من الكتابتين × 4 و ر 4 رمڑا واحدًا رغم كونها تتألف من حرفين). 








مداه 








مداه ۸ر۸ =۴ وحدقء 





المفردات ([0ةاناطهعملا ١‏ 
ميل Slope‏ 


صورة امبل- النقطة ي ميل المستقيم غير العمودي امار ية النقطتين (زز.:8) 3ق( ,ج:) هو 
lope = point for‏ 
ول برد 


تعريف ميل المستقيم 





>4 حيث دن ره 





صورة ا ميل - التقاطع 7 
| ميل المستقيم الممودي غير شزف. 
الصورة العامة 
General form‏ 


الاحظ بشأن المستقيم المار 2 نقطت ) 3ق (:2 )۰ أن 
فل طن ا أن المستقيم المار ب نقطتين ( و .,*) و( ,:2) ؛ أن 
Average rate of change‏ 





وهكذا. لا يؤثر اختيار النقطة الأولى والنقطة الثانية به ال 
يُظهر الشكل أدناه 4 مستقيمات: أولها ميله موجب. وثانيها 
ميله يساوي 0 والثالث ميله سالب؛ والأخير ميله غير 
مُعَرّف. بصورة عامة. كلما ازدادت القيمة المطلقة للميل 
ازداد تصاعده. فتصاعد المستقيم ذي الميل 
أدناه أكبر من تصاعد المستقيم ذي الميل‡ . 
























n= 
ذا کان لمل ساقي‎ (22) 
يتازل الستقيم عندما‎ 2 
س لتقم من ليسا إلى اين‎ 
۰0 إا کان ایل‎ 
كان سير اا إو‎ 








12 الفصل1 الرسوم البيانية والتماذج الخطية 
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يُمكن استعمال أي نقطتين من نقاط مستقيم غير عمودي 
ميله. يُمكن التحقّق من هذا الأمر باستعمال تشابه 








يُمكنك أن تكتب معادلة مستقيم إذا عرفت مّيله وإحدا: 
تقطة يمر بها افتوض أن ميل المستقيم هو أنه يمر 
4 النقطة (,( ,,). إذا كانت (( ,*) نقطة متحرّكة 
على المستقيم. فإن ا22 











5 








كتابة هذه المعادلة على صورة (:-)0 - رر -ر ١‏ تُسمَى هذه الصورة لممادلة المستقيم 
صورة الميل - النقطة. 


صورة الميل - النقطة لعادلة المستقيم 
تكتب معادلة مستقيم ميله ” والذي يمر بك النقطة (:3- ,:) على صورة 


y-y =m(x- x) 


r‏ م | | إيجاد معادلة مستقيم 
جد معادلة مستقيم ميله 3 ويمر ا النقطة (2-,1). 
الحل 
ود )د y-y‏ 
210 درمع سر 
(1-م)ة د جر 
3-5 دير 















مستقيم عمودي على صورة الميل - النقطة. تُكتب معادلة مستقيم عمودي على صور: 
حيث 4 عدد حقيقي. فمعادلة المستقيم العمودي الذي يمر ب النقطة (2- ,1). مثلاًء هي 


7 ”" 1. جد معادلة مستقيم ميله 2- وَ يمر 4 النقطة (1,1) 


النسب ومعدلات التغيّر 

يُمكن تفسير ميل ال باعتباره نسبة أو پا 1 
القياس نفسهاء فلا وحدة قياس للميل. وهو بالتالي تسبة. لكن إذا كان ×ؤ ر 
بوحدتي قياس مختلفتيّن: فا ميل هو معدل تفيّر. سوف تصادف. ب4 هذا الصفء حالات 
يكون فيها الميل نسبة وأخرى يكون فيها معدّل تفيّر. 














2-1 النماذج الخطية ومعدلات التغيزٌ 13 
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مقال [8 تغسيرات محتلفة نميل 
لاا كان عدد سكان إحدى المدن 3687000 نسمة سنة 1990 و 4042000 نسمة سنة 2000. 
كم كان المعدّل الوسطي لتفيّر عدد السكان؟ 
















_ 4042000-0 
7 2000-1990 


35500 = 
إذن المعدّل الوسطي لتغيّر عدد السكان 500 35 نسمة بك السنة. إذا استمر تزايد عدد سكان 





لاحظ أن اليل هنا معتل تفيّر. 
للا ج ميدان التزنّج على الماء. وضع أحد النوادي متصة يمر عليها امتزج؛ ارتفاعها متران 


وطولها 7 أمتار كما هو مب 





ك الصورة أدناه. جد ميل المنطة. 





ميل المنصة هو نسبة ارتفاعها إلى طولها 2 - 220 -م . 
الاحظ أن الميل هنا هو نسبة وليس له وحدة قياس. 
معدل التغيّر الذي وجدته ل القسم أ من المثال 2 هو معدل وسطي للتفيّر. يُحسب المعدّل 

الوسطي للتفيّر دومًا على مدى فترة. ب4 المثال 2 كانت هذه الفترة [2000 ,1990] . سوف 

تتعلم ب4 الفصل الثالث نوعًا آخر من معدلات التغيّر هوالمعدّلات اللحظية للتغيّر. 

[] قطعت سيارة المسافة بين أربيل وبغداد بسرعة ثابتة قدرها 100 كيلومتر ك الساعة. تُشكّل 
الدالة/100-()4 نموذجًا لحساب المسافة (بالكيلومتر) التي قطعتها السيارة بعد ساعة 
من انطلاقها. ما ميل هذه الدالة الخطية؟ وما تفسيره؟ ميل الدالة الخطية 4)(=100٤‏ هو 
0 وهو يمل السرعة الثابتة للسيارة. 


و 2 ينض رجل إلى طائرة ب السماء؛ تبعد عنه أفقيًا 7 600: بزاوية ارتفاع 
60 . ما ميل المستقيم الذي يربط بين عين الرجل والطائرة؟ هل هو نسبة 


أم معدّل تغيّرة ما ارتفاع الطائرةة 











تمثيل النماذج الخطية بيانيًا 





يُمكن تصنيف أكثرية مسائل الهندسة التحليلية إلى نو الأول بإيجاد معادلة خط بيائي 
مُعطى (منحن أولا)؛ ويقضي الثاني برسم بيان معادلة مُعطاة. يُمكنك استعمال صورة الميل - النقطة 
لمعادلة المستقيم به حل مسائل النوع الأول. غير أن هذه الصورة لا تناسب مسائل النوع الثاني. هناك 
رى لمعادلة المستقيم تناسب حل مساثل النوع الثاني هي صورة الميل - التقاطع. 

صورة الميل - التقاطع لمعادلة المستقيم 
بيان الدالّة الخطية +ع درا 
خط مستقيم ميله :7 وتقاطعه العمودي (0,8). 





14 الفصل1 الرسوم البيانية والتماذج الخطية 
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ارسم بیان كل معادلة. 


آلا 2= ر 8 -ر 
الحل 


Ê‏ التقاطع العمودي هو (1 ,0) لأن 5-1 . ميل المستقيم هو 
ي أنك إذا أفقيًا وحدة واحدة من 
اليسار إلى اليمين انطلاقًا من النقطة (1 ,0) : يذ 
الارتقاع وحدتَين؛ ما يعني أن النقطة (3 ,1) تقع على 
المستقيم. عيّن النقطثين (1 ,0) 3 (3 ,1) وارسم المستقيم 
المار بهماء 





2. هذا ب 





لك 











8# التقاطع العمودي هو(2 ,0) لأن 5-2 . ميل المستقم هو 0. 
هذا يعني أن المستقيم أققي. فقط ارسم المستقيم الموازي 
للمحور × والمار بج النقطة (2 .0). 





|[ | ابدأ بكتابة المعادلة على صورة الميل - التقاطع. 





E 5‏ بتقيم هو 1 - . هذا يعني أنك إذا تقدّمت 
التقاطع العمودي هو (2 ,0) لأن 5-2. ميل المستقيم هو ‡-. هذا يعني أنك إذا تقدّمت 3 





وحدات من اليسار إلى اليمين انطلاقًا من التقطة (2 ,0) ء ينبفي نك النزول وحدة واحدة! ما 
يعني أن النقطة (3,1) تقع على المستقيم. عيّن التقطتين (2 ,0) و (1 ,3) وارسسم المستقيم المار 
بهما. 

نيز ذ دسم بان كل معلل 


y+ 3x-2=0 y= 





بما أن ميل المستقيم العمودي غير عرف فلا يُمكن كتابة معادلته لا على صورة الميل - النقطة 
ولا على صورة الميل - التقاطع. هناك صورة عامة لمعادلة المستقيم تصلح لجميع الحالات. 
إنها صورة 

Ax+By+C=0 
|4|+|8|*0 حيث لا يُمكن للعددين ۸ و 8 أن يساوي كل منهما 0 الوقت نفسه أي حيث‎ 


كانت )=× ممادلة مستقيم عمودي. تستطيع كتابتها على الصورة العامة 
حك جرر0) جع . 








2-1 النماذج الخطية ومعدلات التغيزٌ 15 
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الصور المختلفة لعادلة المستقيم 


1. الصورة العامة 0= 8+٤‏ +ع حيث 8|±0|+|۸|. 
2. صورة معادلة المستقيم العمودي ۸= × 

3 صورة معادلة المستقيم الأفقي #-بر 

4. صورة الميل - النقطة (,×-×)”= رر-ر 

5 صورة اميل - التقاطع +×« =ر 


توازي المستقيمات وتعامدها 

ميل المستقيم دور مهم ب تحديد إن كان مستقيمان متوازبتن أو متعامديّن من دون الحاجة إلى رسمهما. 
فإذا تساوى ميلا مستقيمَّيّن غير عموديِّيّن. توازى المستقيمان. وإذا ساوى ناتج ضرب 
العدد 1-. كانا متعاء 











توازي المستقيمات وتعامدها 


تساوى ميلاهما. 








نيم العمودي هو المستقيم ٠‏ تتوازى المستقيمات الأفقية فيما بيتها. 
الموازي للمحور (. Ra‏ 0 
المستقيم الأققي هو اموازي » تتوازى المستقيمات العمودية فيما بينها. 
للمحور ».. 








٠‏ يتعامد كل مستقيم عمودي مع كل مستقيم أفقي. 


مكان 23 


إيجاد المستقيمات المتوازية والمتعامدة 





له اكتب؛ على الصورة العامّة: معادلة المستقيم ا مار النقطة (1-,2) والموازي للمستقيم 








5در3-م2. 
8# اكتب. على الصورة العامة معادلة المستقيم المار 4 النقطة (1-.2) والمتعامد مع 
المستقيم 2-3-5 . 
الحل 
ابدأ بإيجاد ميل المستقيم 5= ر3 -×2 . لتجده؛ اكتب معادلته على صورة اميل - التقاطع 
ميل هذا اتيم مو 





16 الفصل1 الرسوم الأيانية والنماذج الخطية 
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قق ميل المستقيم امار النقطة (1-,2) وا 
للمستقيم 2×-3y=‏ هو ‡. اكتب معادلة المستقيم 
الاريك النقطة (1-,2) وذي الميل 2 . 











30+1=2(-2) 
2x-3y-7=0 





ا ميل المستقيم المار ب النقطة (1- ,2) والمتعامد مع 
المستقيم 5=ر3-«2هو 3--» . اكتب معادلة 
المستقيم المار بك النقطة (1- ,2) وذي الميل 3-. 


m(x— x) 





»-)-1=-3)-)2(( 
20+1 =-3)-2( 
3x+2y-4=0 








EV‏ * [1] اكتب» على الصورة العامة معادلة المستقيم امار النقطة (3- ,1) والموازي 
للمستقيم 1-=ر5+× . 


[ب] اكتب. على الصورة العامّة. معادلة المستقيم المار 2 النقطة (1-.2) والمتعامد 
مع المستقيم 1- د بر5 +ع . 


2-1 النماذج الخطية ومعدلات التغيرٌ 17 
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التمارين من 1إلى 4 قذر ميل | 











التمارين من 5 إلى 10: ارسم المستقيم ذا الميل اُعطى: وال مار ف النقطة المعطاة. 





4.0-3 © 2.321 E 

2.3: oa 4.00 € 

التمارين من 11 إلى 14ء جد ميل المستقيم المار 4 النقطتين المح 
© 4-.3 5 5.2 © دنم 5 2-.4 


2.552. © (23) 5(4 

ن من 15 إلى 18 حذد 3 نقاط إضافية على المستقيم ذي الميل المعطى 
والمار النقطة المعطاة. 

3 © 2,0: 


” غير معرّف؛ (4 ,3-) © 2= :)2.2 








07: 


ك التمارين من 19 إلى 22 جد ميل المستقيم وتقاطعه العمودي. 








6x-5y=15 © x+5y=20 ©‏ 
© 4 © در 
التمارين من 23 إلى 28: اكتب معادلة للمستقيم ذي الميل الُعطى والمار ب النقطة اعطاق 


شم ارسمه. 
« ؛ (0,3) 


0,4: =0 © 


غير معرف؛ (1.2-) 





(2.4): 





18 الفصل1 الرسوم البيانية والتماذج الخطية 
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4 التمارين من 29 إلى 34 اكتب معادلة للمستقيم المار 4 النقطتين المحدّدتَيْن. 

6.2.2) © a. تعر‎ E 0.52. © 

3. -25 1.-2) © (5.8505, (5.-2) (2.2) 

جد ممادلة المستقيم العمودي الذي له تقاطع أفقي عند 3. 

جد معادلة المستقيم الأفقي الذي له تقاطع عمودي عند 3. 

استعمل معادلة المستقيم المار بنقطتين لتُبيّن أن معادلة المستقيم ذي التقاطع الأفقي (0 ,.4) 
والتقاطع العمودي ( ,0) هي 

التمريئين 38 و 39 استعمل نتيجة التمرين السابق لتكتب معادلة للمستقيم 

ذي التقاطْمَيْن المحدكين. 

















© 0,352.0( )2.0 و( ,م 
التمارين من 40 إلى 43» اكتب معادلة للمستقيم المار 4 النقطة المُعطاة والموازي 
اللمستقيم المعطى. 


4x-2y=3 + 29 ©‏ 
(6,4-) 74د رهجية 
التمارين من 44 إلى 47: اكتب معادلة للمستقيم المار ل 

مع المستقيم امُعطى. 
2,0 + قسرهديية 
3x+4y=7: (6, 4)‏ 


هل النقاط (1 ,2-) و (0 ,1-) ق (2- ,2) على استقامة واحدة؟ 








التمارين من 49 إلى 51: جد إحداثيي نقطة التقاطع 
المحدّدة. وضح كيف قمت بالحل. 

نقطة تقاطع محاور أضلاع المثلث. 

ل[ نقطة تقاطع وسيطات المثلث. (a0) (a0)‏ 


Pglb.e) 


0 N 





نقطة تقاطع ارتفاعات المثلث. 





تحويل درجات الحرارة يغلي الماء عند درجة حرارة”100 على المقياس المثوي (212 على مقياس 
فهرنهايت): ويتجمّد عند درجة حرارة 0 على المقياس المثوي (32 على مقياس فهرنهايت). 
اكتب معادلة خطّية للتحويل من المقياس المئوي إلى مقياس فهرنهايت. وأخرى للتحويل ‏ الاتجاه 
المعاكس. حول 72۴ على مقياس فهرنهايت إلى درجة حرارة على المقياس المئوي. 
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تدفع إحدى الشركات يوميًا لسائق شاحنة مبلغ 000 15 دينار للطعام والاستراحة و 350 دينارًا عن 
كل كيلومتر يقطعه. اكتب دالّة تشكل نموذجًا لحساب ما تدفمه الشركة للسائق بدلالة عدد 
الكيلومترات التي يقطعها. إذا ما قطع السائق 13717 كم ستدفع له الشركة 





الاستهلاك الخطي عندما تشتري سيارة. ينخفض ثمنها سنة بعد سنة. عبر عن ذلك بالقول 
أن السيارة تُستهلك سنة بعد أخرى. يعتمد بعض خبراء الإدارة قاعدة لحساب الاستهلاك. تقوم 
هذه القاعدة على أن قيمة الاستهلاك ثا 
00 875 دينار. لا تعود هذه الآلة صالحة للاستعمال ولا يعود لها ثمن بعد 5 سقوات. 


من سنة إلى أخرى. اشترت إحدى الشركات آلة ثمثها 





(1] اكتب دالّة خطية تشكل نموذجًا لحساب قيمة الآلة بدلالة الزمن / (0>/55). 
[ج] ما قيمة هذه الآلة عندما 2= . 


[ج] بعد كم من الزمن يُصبع ثمن الآلة 000 175 دينارة 





Ax, +B, +€‏ 
يقاس بعد النقطة (رز ,×) عن المستقيم 0= 8+0 +×4. بالقانون | ا 5 
و 


جد به التمارين من 55 إلى 58: بُعد النقطة عن المستقيم. 


:0.0 © 


6,2) 








x-y-2=04)2,( 4x+3y 


| 4x+3y=10 (2.3) © 








3 اكتب بدلالة «. المسافة 4 بين النقطة (1 ,3) والمستقيم 4+*=«. مثل بيانيًا ‏ بدلالة . 
متى تساوي هذه المسافة 50 أوضح النتيجة هندسيًا. 


أثبت أن الشكل الهندسي الناتج من ربط المنتصغات المتتالية لأضلاع رباعي. هو متوازي أضلاع. 


صواب أم خطأ؟ ب4 التمارين من 58 إلى 61 اذكر إن كانت المقولة صوابًا فعلله أو خطأ فأئبته. 


المستقيمان ,»=رط+×ه و يءحتره-يدة » حيث 020 و 80 ؛ متعامدان. 





يُمكن لستقيمين؛ لكل منهما ميل موجب. أن يكونا متعامدين. 


الفصل 1 الرسوم البهاتية والنماذج الخطية 
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به Ê‏ بیانات الدوال 


3 ارسم» بالنقاط؛ بیان كل دالّة. 


لتاعه- ?2=( - لد مار 





8 جد تقاطمات بيان كل دانّة مع محورّي الإحداثيات؛ ثم ادرس تناظرها بالنسبة إلى المحور ر وبالنسبة إلى نقطة الأصل| 
f()=(3x-1)* + 6:‏ 





I= 


.g()= +3 و‎ f= +3 





[1] بين أن الدانة/فردية وأن الدالّة م زوجية. 





الد 





[عا جد نقاط تقاطع بيائي 


7 | معادئة المستقيم 


ق جد معادلة المستقيم ذي الميل 2- والذي يمر النقطة (1-,2). 





© جد معادلة المستقيم الذي يمر 4 النقطتين (0,1) 
3 جد نقطة تقاطع مستقيمّي التمريتين 534. 
3ع جد معادلة المستقيم الذي يمري النقطتيّن (2,0) و (5 ,0) حيث 00. ما قيمة 5 التي 


تجمل هذا المستقيم متعامدًا مع المستقيم 1=0+ر2-× 8 
€ جد قيمة :” التي تجمل النقاط (2,0) و (3-,0) و (1,#) على استقامة واحدة8 


اختبارجزتي .211 
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الدوال وبياناتها 
Functions and Their Graphs‏ 


الأهداف الدوال والكتابة الدالية 

يستعمل الكتابة الدائية ليم يمكنك التعبير عن علاقة من مجموعة 4 إلى مجموعة 8 بوساطة مجموعة من الأزواج المرتّية ((,::). 
حيث 6۸× و 8٤ر‏ . يرعن ذلك بالقول إن الملاقة تقرن لر ب . 

الدالّة هي علاقة من مجموعة ۸ إلى مجموعة 8. تتمئّع بخاصية أساسية تقضي بأن يتساوى 

عنصران لۇ ج من 8 إذا قرنّتهما الدانّة بالعنصر نفسه :ل 4. بتعبیر آخرء إذا كان (« ,») و2 .) 

زوجَيّن من مجموعة الأزواج المرتّبة التي تُشَكل الد الّة. فإن -نر حكمًا. يُسمَى × هذه العلاقة 

المتغيّر الحر ويسمّى ( المتغيّر التابع. 

يُمكن تمثيل الكثير من حالات الواقع بدوال. فمساحة الدائرة ۸ هي دالّة بدلالة نصف القطر ۲ وفقًا 

للعلاقة = 4. به هذه الملاقة: ۲ هو المتغيّر الحر و 4 المتفيّر التابع. 




















1 تعريف الداثّة الحقيقية ب 





المفردات Vocabulaı‏ 3 8 
ENN‏ إذا كانت 4 8 مجموعتيّن من الأعداد الحقيقية؛ فإن كل دالة/ من 4 إلى 8 هي دالة 


EE Relatlon علاقة‎ 

0 EE Associa تق‎ 

8 ا مجال الدالة هو المجموعة ۸. إذا قرنت الدالّة / العنصر ل 8 بالعنصر + 4 فإن لهو 
e ea 0‏ قيمة “عند ×. عندهاء نكتب (2)/ =ر ونقول أن لإ هو صورة × بالدالة/. مدى الدالة/رهو 

حقيقي واحد 

ام une i one‏ زموم | مجموعة عناصر 8 التي تقرنها الدالة بكل عناصر المجال ۸. 
variable‏ 

ميش 310 تعلّمت 4 الصف الحادي عشر أن من الممكن تمريف الدانّة بطرائق مختلفة. لكننا سنهتم بشكل 

مدی 8 أساسي بالدوال المُمرّفة جبريًا بوساطة معادلة. فالمعادلة 1= 2+ "× . مثلاً: يمكن أن تمرف 

كتابة دالية a‏ المتغيّر التابع :ز كدانّة بدلالة المتغيّر الحر ×. لكي نكتب ذلك؛ نحل المعادلة السابقة بالنسبة 


تزه ٠‏ رن ب إل إوتكتب قبت كمقد ارلا يتن إلا مقيوا واجذ اهو 
ن funetlon‏ 
: 1 =« فإن بمقدورنا أن نكتب 
دائة شاملة ہورم میں بما أن (۶)۸ >« فإن بمقدورنا أن 
دالّة حدودية. Polynomial‏ 
funetion‏ 





E 555‏ تُسمّى كتابة الدالّة على الصورة السابقة الكتابة الدالية للدالّة. للكتابة الدالية فائدة كبرى. فهي 
سني انبهو تحدد بشكل واضع المتغير الحر *والمتغيْر التابع («)/ واسم الدالّة/. كما أنها تسهل حساب قيمة 

الدالّة عندما يكخذ المتغيّر الحر قيمة معيّة. فمثلاً. لكي تحسب قيمة الدالّة 1+ ×4- *:2 -(0)/ . 
٠‏ واحسب قيمة المقدار العددي الناتج من التعويض. 





معامل رئيس Leading‏ 
6801 عتدما 2-=×, عض عن × با 





حد ثايت Constant tem‏ 
8+17+ )2(4 =1+)2-(4- ")2 - رار 
تذكّر أنّك عندما تمض عن × بقيمة معية » ب دان (2)/ فإن القيمة (4)/ التي تحصل 


عليهاء هي صورة ٠‏ بالدالّة/. 


22 الفصل1 الرسوم البيانية والتماذج الخطية 
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مقال ¥ إيجاد قيمة دانة 


جد قيمة كل مقدار مستعملاً الدالة 7+ ء=(«)؟ . 














a | re- 8 rc» 
الحل‎ 





قا 17-927+ fGa= Ga"‏ 
للا و+مه- °= 1+7+ظ2- "= 7+ /(b-1=(b-1°‏ 
|[ | تبش تب رهجم _ لجو جح[ 


Ax Ax 








x(a: 2ha) 


Ax ax 


ملاحظة: يُسمى امقد ار شتلك ناتج قسمة الفرقَيْن وله دور مهم بط حساب 


التفاضل. كما سترى لاحقًا. لأن المقام يجب أن يكون مختلفا عن 0. 








عمد 





9ھ ريت ۸0 
a‏ 


مجال الدانة ومداها 

المجال 

يتحدّد مجال الدالّة بطريقة معلنة أو بطريقة ضمنيةء 
باستعمال المعادلة التي الدالّة. مثلاً: 





* مجال الدالّة سل -(2)/ 
معرّف بشكل معلن. وهو [4>:>5/عد] 





4>>5 





وهو مجموعة الأعداد الحقيقية التي تجمل 9 


لا تساوي 0. أي 3+ ×. هذا المجال هو(3 +++ ا+). 


» مجال الدالة 3-/-(:)/ هو [3< ×| ب لأن المجذور 3-+ يجب ألا يكون ساليا. 
» مجال الدالة 4-2/-()"رهو [25×>2-|×) لأن المجذور 4-2 يجب ألا يكون سالبا. 
٠‏ مجال الدالة فود (:د)ر هو [3 > | × لأن المجذور × -3 يجب ألا يكون سالبا وألا يساوي 0. 


المدى 





المدى لأي دالّة ار هو مجموعة الأعداد الحقيقية التي تغطيها قيم الدالّة: 

أي مجموعة القيم )١(‏ حيث © ينتمي إلى مجال الدالّة/. 

يمكنك تحديد مدى دالَّة بالنظر إلى بياتها على شاشة حاسبة بيانية أو بالنظر إلى 

المعادلة التي تعرّفها. مثلاً: 

* مدى الدا *)۶ هو (۶0«/«) لأن 1 لا يمكن أن تساوي 0. ويمكن أن تساوي 
أي قيمة مختلفة عن 0. 





3-1 الدوال وبياناتها 23 
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* مدى الدالّة ×صنو=(»)/ هو (1>51-/2) لأن هاه لا يمكن أن تتخذ 
قيمًا خارج الفترة [1 ,1-] . 











١ 
i) مقال [ إيجاد مجال الدالّة ومداها‎ 
: 
جد مجال كل دانّة ومداها. ا‎ 
مسدمر‎ | =x 1 


الحل 





قق مجال الدانّة هو مجموغة الأعداد ١‏ 
مدى الدانّة هو مجموعة الأعداد ١‏ 
أن يكون سالبًا. 


غير السالبة أي ]صمب ilo,‏ 1-/ه لا يمكن 


ا مجال الدالّة هو مجموعة الأعداد الحقيقية التي تحمّق #«+ +× حيث ۸6١‏ . 
أما مداها فهو مجموعة الأعداد ١‏ 


E‏ 2. جد مجال كل دالّة ومداها. 








O‏ #-1 =1 ا دور 
مقال [8 إيجاد مجال الدانة متفرّعة القاعدة ومداها ۴ 






1 
جد مجال الدانّة 





ل م 


الحل 


بما أن الدانّة مُعرّفة عندما 1> × و 1<× فإن مجالها هوR.‏ أما مداها فهو مجموعة الأعداد 
الحقيقية غير السالبة لأن (<)/ تساوي «-1 (موجب) عندما 1>+ 3 1-+/+ (غير سالب) 


عثدما 21× . 





3>ه ¥ 


7 7 3 جد محال الدالة وےے وول 


7 لكك 5 a‏ إيجاد مجال دانّة تستعمل امُطلق ومداها 


|+| ×-1|= )۲ ومداها. 





جد مجال الدالّة 
الحل 

مجال الدالة هو مجموعة الأعداد الحقيقة لأنها معرفة أيا كانت | 
قيمة *. مدى الدالة هو [1<«|ر) لأن القيمة المطلقة لا تكون سالبة. لاحظ أن 0لا ينتمي إلى 
مدى الدالة لأن قيمة الد الة هي مجموع مطلقين لا يُساويان 0 ب الوقت نفسه. 
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سه 











6 








جد مجال الداقة |1-كر|+|1+|-()/ ومداها. 








ذا كان كل عنصر ا مداها مقرونًا بعنصر وحيد × 4 مجا 





تقول عن داثة/ أنها ت 





الدالّة الأولى بل المثال 2 دانّة تباينية بك حين أن دالّة المثال 1 غير تباينية. 
وتقول على دانّة/من مجموعة 4 إلى مجموعة 8 أنها شاملة إذا كان مداها يُقَطَّي 8 بالكامل. 
الدالّة الثاثية 4 المثال 2 هي دانّة شاملة. 


yt) 


بيان الدائة 

يتأنّف بيان الدانّة من جميع النقاط ((2)/ .<) عندما يثخذ × tbo)‏ 
جميع القيم ‏ مجال الدالّة. انظر الشكل المقابل: ولاحظ ما يلي: 
* + هي المسافة الجبرية (موجبة أو سالبة) بين النقطة والمحور نز. 
ن النقطة والمحور ×. 

يقطع بيان الدالة مرة وااحدة على 
ارا بصريًا لتقرير إن كان رسم 
بياني يعود إلى دالّة أم لا يُسمْى هذا الاختبار اختبار المستقيم 
العمودي. إذا قطع مستقيم عمودي الرسم البياني ب أكثر من 
ثقطة؛ فإن هذا الرسم لا يمل دالّة. الرسم البيائي المقابل لا يعود 








الدانّة الخطية الأساسية 


الدالة التربيعية الام (الأساسية) الدالّة التكعيبية الأساسية 


3-1 الدوال وبياناتها 
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آخر. يتساوى عنصران د ۇ × من عناصر المجال إذا تساوت القيمتان (ي8)/ 3 ()/. 











25 
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02320 





داثة الجذر ١‏ 


الأساسية 





دالة المطلق الأساسية 

















داثة الكوساين الأساسية 


تحويلات الدوال 

يُمكن تصنيف الدوال ‏ مجموعات أو عائلات. تتميّز بيانات دوال كل عائلة أن لها الهيئة العامة 
نفسها. فإذا أخذت عائلة الدوال التربيعية. تجد أن لبياناتها هيئة أساسية واحدة. كما 
الرسوم أدثاه. 









7 
سحب إلى اليسار ثم انعكاس حول المحور × ثم 
انمكاس حول المحور × سحب إلى أعلى 


26 الفصل1 الرسوم البيانية والنماذج الخطية 
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تحدّد التحويلات الت 
1 








فإذا كانت الدانّة الأساس هي الدالة **>-(*)/ فإن بيانات الدوال الأربع هي: 
y= f()+2‏ سحب إلى أعلى مداه وحدتان 
y= f)+2(‏ سحب إلى اليسار مداه وحدتان 
(«)/-=ر اتعكاس حول المحور× 
«=-f)»+(1‏ سحب إلى اليسار ثم اتعكاس حول المحور × ثم سحب إلى أعلى وحدة 
واحدة. 


التحويلات الأساسية (0<ع) 


البيان الأصلي ادر 
سحب أفقي إلى اليمين مداه » وحدة | (6-*)/ رز 





إلى اليسار مداهء وحدة | (+)/ دير 
سحب عمودي إلى أعلى مداه ع وحدة | +(»)/=ر 
سحب عمودي إلى أسقل مداه ء وحدة | (=/)(-٤‏ | 
اتعكاس حول المحور :د 
اتعكاس حول المحور لإ 
انعكاس حول نقطة الأصل 














تصنيف الدوال 





يرجع الفضل ب المفهوم الحديث للدالة إلى جهود علماء الرياضيات ب القرَيّن السابع عشر والثامن 
عشر. ويعود الفضل 2 الكتابة الدالّية ()' إلى العالم ليونارد أولر 2.1014٣ Ee‏ نهاية 
القرن الثامن عشر توصّل العلماء إلى التالي: يمكن إيجاد نماذج رياضية لدراسة الكثير من مسائل 
الحياة باستعمال مجموعة من الدوال سموها الدوال البسيطة. 

ال البسيطة ي ثلاث فئات سبق أن درستها ب الصقَيّن العاشر والحادي عشر: 





صف الدوا 





اليونارد أوثر 1783-1707 


الجيرية (1 . النسبية, الجشرية). 
بجدافة بى ساي يب ٠‏ @ الدوال الجبرية (الحدودية, النسبية. الجذرية) 
قرو الرياضيات تقريتاء كان أولر _ ب الدوال المثلّثية (دوال الساين هذه والكوساين 5مك والتائجنت هها). 
من أوائل من طبقوا حساب التفاضل ا 
والتكامل على مسائل الحياة ١‏ 4 الدوال الأسّية واللوغارية 
الفيزياء. فد تناول 2 مؤلفاته. : 8 
الكثيرة موضوعات مثل با السفن | من الدوال الأكثر شيوعًا الدوال الحدودية. الصورة العامة لدانّة حدودية هي: 
وعلم الأصوات وعلم الأشواء والفلك : 
واميكانيكا والحقول المقناطيسية. يديه + + “ريه + ديه - ما + #0 a,‏ 





3-1 الدوال وبياناتها ‏ 27 
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حيث العدد الصحيح الموجب ١‏ هو درجة الدالّة والأعداد الحقيقية وه ٠, ©... ..., ٩,‏ معاملاتهاء 
والمعامل ,ه المعامل الرئيس: والمعامل ,4 الحد الثابت أو المعامل الثابت. من الشائع استعمال 
حروف مؤشرة ,ه لكتابة معاملات الدالّة الحدودية. غير أن معاملات الدوال الحدودية من الدرجات 
الدنيا مُكتب باستعمال أحرف كما يظهر ‏ الجدول التالي. 











الدرجة الصورة الاسم 
دالّة حدودية من الدرجة 0 دار دالّة ثابتة 
دالّة حدودية من الدرجة الأولى - 100 دالّة خطية 


دالّة حدودية من الدرجة الثانية =a? +bx+e‏ رد دالّة تربيعية 





دالّة حدودية من الدرجة الثالثة | ل+ىى + “مز + مهد( | دالّة تكميبية 

















يُمكن أن يُظهر بيان الدالَة الحدودية غير الثابتة عدة نقاط تحول. فهو يتصاعد أو يتنازل 
من دون حدود عندما يتحرّك × نحو 0+ أوه- . يُمكن تحديد سلوك بيان الدانّة الحدودية 
عندما يتحرّك × نحو +٠‏ أو م-, بالاستناد إلى كون درجة الدالة زوجية أو فردية؛ وإلى إشارة 
المعامل الرئيس. يُلخص الجدول أدناه هذا السلوك. 














5 درجة زو. 
مجه رار 
عثدما +٥١‏ × 
معامل رئيس 
موجب 5 
fate f)‏ 
عتدما مجع عندما «هير 
مسج وار Je‏ 
عندما دهعم عتدما +× 
معامل رئيس 0 
سالب 
ار ا f(a)‏ 
عندما هبر عندما جيم 














28 النصل 1 الرسوم البيانية والتماذج الخطية 


سه 
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تركيب الدوال 


تعلّمت به الصف الحادي عشر أن من الممكن تعريف دوالٌ جديدة باستممال دال 








فإذا كانت ۴)x(=2×-3‏ و1+ *-(+)م فإن بوسعك أن تعر 


)/ + 8%) - /) (+ )ع‎ - (2x-3)+ (f +1)= ثم‎ + 2-2 





الدوال التالية: 


2+4 ?)123+ ند - رمز ومع - وا( ىا 
2-4 + د زاج ¢( -(ة سجج2) - ومع (f-80 = F(0‏ 
بروج ثرة- ث2 (ا+ f(g (0 =(2x-3)(‏ م( 


لمن ضام _ 6 23ے 0ے 9 
ين (Og ey UO‏ 








2( +1-3=2 -1 





) هاوه‎ f(s(0)=2(s(0)- 
(go f(0=g(/(0)=(/(0)* +1=(2x-3) +1=4* -12+10 


لاحظ أن كرمج ه۶ 


مقال [8 إيجاد مجال دائة مركبة 
Ê‏ جد مجال الدالّة “ردم حيث 1- 





. gl) = x ضار و‎ 
















[ا جد مجال الدائّة ۸٥ع‏ / حيث #ل-(00)/ و +3- (ماع و 2-ع- مال 1 

4 
الحل 
للا دغادمرل.-رسمم)ء-مصمي 


مجال الدالّة 5م هومجموعة الأعداد الحقيقية × التي 
تُحقّق 1<0- ثم . 

لحل المتباينة 1<0-*» , ارسم بيان الدانّة 1 
مجموعة الأعداد الحقيقية × الت 
ة التي تُحفّق 1->+ أو 1< 





f00=. 


ta 3 
هي‎ 42-0 








مجموعة الأعداد ١‏ 





إذن مجال الدانّة “رهم هو (1->< أو 1<»). 


(fogoRKO=/ (g((9))=/ (e (x-2))=/ (3(x-2))= (3-2 1‏ 
مجال الدالّة ٠۴٠۸‏ هومجموعة الأعداد الحقيقية التي 
تجمل 2(<0-»)3 أي (2<عام]. 


E‏ 4 جد مجال الدانّة هم حيث 1- *+-()/ و 





3-1 الدوال وبياناتها ‏ 29 
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التمرينين 1 و 2 استعمل بيائي و م للإجابة عن الأسئلة التالية: 
[1] حدّد مجال كل دانّة ومداها. ها جد (2-)/ و (3)م . 
2 جد قيم × التي مُحشّْق (0)م -00/ . لها قذر حلاً للمعادلة 2 -00/ . 
[] قدّر حلا للمعادلة 0-()ع. 








4 التمارين من 3 إلى 8: احسب القيم المطلوبة للدالّة إن كان ذلك ممكنا. بط النتائج. 

ها f(O=x+3‏ صر F(6‏ كار صمجمر 

O): f=‏ (03)/ ار جدسمار 

© عدم دصر F0:‏ زعام f(r.‏ © مدوم ؛ 0 ,0 
دم ب اف ۽ پیر o‏ سل رىر : ا ووم 








ل التمارين من 9 إلى 11 جد مجال كل دانّة ومداها. 

f= /0=-x+3 ©‏ 80 ۵-2 
ي التمارين من 12 إلى 14ء جد مجال كل دالّة. 

۵= © وما 2+«3- “لجار‎ =x+I=x 


ي التمرينين 15 و 16: جد القيم المطلوبة للدالّة. 





2 21١ ×>0 ص‎ 
f+ f2), f0: للحم‎ rey pî 


IO4 IO FD ICD. f): r= “ 


1>« اج 


التمريئين 17 و 18 جد بيانيًا مجال كل دالّة ومداها. 


مول مر © f(=2sinr:‏ 








© يُظهر البيان المقابل تطور المسافة التي قطعها طالب سيارته 
(بدلالة الوقت) منذ انطلاقه من منزله نحو الجامعة 
[1] كم كانت سرعته بين0 -/ و24 8 
لکا كم كانت سرعته 5-6 
لع كم كانت سرعته بین۲=6 57-10 
[ه] صف قيادة الطائب لسيارته. 









الفصل 1 الرسوم البيانية والنماذج الخطية 


هه 


5 
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التمريئيّن 20 21 استعمل اختبار المستقيم العمودي لتقزر إن كان الرسم البياني يعود إلى 
دالة أم لا. 








التمارين من 22 إلى 27: استعمل بيان (*)/ =ر لتحديد بيان كل دالّة. 








(كجمر در 


=f) -2 = 0-5‏ ر ° 
(فسى)/- © 2+ جمردمر 


© جد 5)٥0‏ 0)(رهع) حيث ددهم, و × =(٭)ع .هل مم دوه/ ٩‏ 





جد 800( :و ©)(رمج) حيث 0-4©)[ 5 2+جل.-(ماع. 
هل مم دهه/ 5 

اله استعمل الرسم البياني المقابل لتجد القيم المطلوبة. 
(fe O‏ ها )8(2 ه g(r)‏ 
هآ (fogX-3‏ ها زرهم) لها f(s)‏ 





[[€ استعمل بيان الدانّة/ المقابل لرسم بيان كل من الدوالّ التالية: 
f(x-4 0‏ (2جعال لعا 4+( 
ها تعجار HOI 2f‏ 





9 استعمل بيان الدانّة × =(») لرسم بيان كل من الدوال التالية: 
لكا مدوم ها =x‏ ها 2-علدهم 





3-1 الدوال وبياناتها .31 
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© دوائر رمت شيرين حجرًا به بركة ماء هادثة فأحدثت متتالية من الدواثر المشتركة 4 المركز. 
راح نصف قطر أوسمها يتزايد وفنا للنموذج ؛7-0.6: حيث يرمز ؟ إلى الزمن الذي مضى على 
رمي الحجر بالثواني ويرمز ١‏ إلى نصف قطر الدائرة بالأقدام. بحسب مساحة الدائرة وفقًا 
للقانون *4-27. جد الدانّة ()(457) . ما مساحة الدائرة الأوسع بعد 6 ثوان من رمي الحجر؟ 








جد ثلاث دوال/ : م ١‏ / بحيث يكون لديك هع ه 4-1 و 2-:2/.-(2)] . 





التمارين من 35 إلى 38 حدّد إن كانت الدالة فردية أم زوجية. 


© دمر 


دصو دصار 






E‏ عمجدمر 


9ه مجال الدانة ‏ الرسم المقابل هو 55×>5-. أكمل رسم 
بيان الدالّة ب كل حالة: 











الدالة زوجية إب] الداثّة فردية 





مهارات رياضية تجد فيما يلي 4 دوالَ و4 جداول معطيات. 
عليك أن تجد الدالّة التي تُمثْل كل جدول محذدا قيمة ». 


عدمر تعدمو [إلعدمه كعدممهة 


0 + 11| 4|1|0 | ةا 








x -4j1jo 1| +4 O x) ه6|ه-| هد‎ j1) 4 















































صواب أم خطأ؟ ف التمارين من 44 إلى 47: اذكر إن كانت المقولة صوابًا فعلله أو خطأ فأثبته 
بمثال مضاد. 

إذا كانت تردانّة و (ط) ۶ -(م)ثر فإن 0-ه . 

ن مستقيم عمودي أن يقطع بيان دال مرة واحدة على الأكثر. 

إذا كان ()/ -(-)/ أيّا يكن العدد د مجال ل فإن بيان الدالّة متناظر بالنسبة إلى المحور بر. 








إذا كانت دالّة. فإن (2)]ه =(مه)؟ . 


فكر اكتب الدالة |[2-«إ+|×|=(»)/ من دون أن تستعمل المطلق. 





الفصل 1 الرسوم البياتية والنماذج الخطية 
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ر=2x-3‎ © 


4 التمرينين 5 و 6» تحمّق إن كان البيان متناظرًا . 





x +4 =0 








» 
التمارين من 7 الى 10 ارسم بيان المعادلة. 

5203305 © مم تدصر 
© دصار هه 41-4-=1 
التمريئيّن 511 12: جد نقاط تقاطع بيائّي الدانّتيْن. إن جدت. 
8 5-رجدزةدرع-ية © 1=0+ر-× وود عدر 


فكر اكتب معادلة دانّة بيانها متناظر بالنسبة إلى نقطة الأصل ولها تقاطمان أفقيان عند 








فكْر ما قيمة» التي تجمل بيان الدانة ‏ -()/ يمر النقطة المحدّدةة 
O‏ 04 سا2 لعا )0.0( ]ا لاحي 





التمريثين 15 و 16: استعمل الميل لتحديد قيمة 4 بحيث تكون النقاط على استقامة 





واحدة. 
© 29١0م (1D.‏ © 3 ,3-( لحن بم 
التمارين من 17 الى 20: جد معادلة مستقيم يمر 2 النقطة المحدّدة؛ وله الميل المحدّد. 
(5-,0) 24دم © 26 ؛ محم 

© 2:0 [© (5.4) والميل غير معرّف 





© جد معادلة للمستقيم الذي يمز بك النقطة (4 ,2-) وله الخاضّية المحدّدة. 








ا مله ج [2] مواز للمستقيم 3= 
يمر نقطة الأصل [3] مواز للمحور ر 
© حدّد معادلة للمستقيم الذي يمر ب النقطة (3 ,1) وله الخاصية المحدّدة. 
0 ميله 3- [ب] متعامد مع المستقيم 0= +× 
[2] يمر النقطة (4 .2) [8] مواز للمحور × 





3-4 مولجعة القضل . 3 


34 
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© معدل التغيّر آلة جديدة ثمنها 000 500 12 دينار. وهي تخسر من قيمتها بحكم الاستهلاك 
0 850 دينار سنويًا. اكتب دانّة خطية تمل قيمة هذه الآلة بمد ۲ سنة من شرائها. كم تصبح 
قیمتها بعد 3 سنوات من شرائهاة 





لعا )£00 لعا fM‏ 
حدّد مجال كل دالّة ومداها. 


f= (= 36-* 0 





f) (=1‏ و 1+2x=()۾.‏ جد: 


(۵) 8 («e (0E] هعمال‎ O 


83 مساحة تم قص شريط طوله ‏ 24 لصنع 4 قطع تشكّل مستطيلاً طول ضلمه الأقصر × . 
[1] اكتب مساحة المستطيل 4 بدلالة × . 
حدّد مجال الدالّة 4. وارسم بيانها على المجال الذي حدّدته. 
[2] استعمل بيان الدانّة لتقدير المساحة الأكبر التي يُمكن أن تكون للمستطيل. اكتب مقولة عن 
قياسات المستطيل التي تُمطيه المساحة الأكبر. 





القصل 1 الرسوم البيانية والنماذج الخطية 


له 
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ات التالية لا يعود إلى دالة 
1 9 0 


٠ |e 














[عا كل منها يعود إلى دالّة. 


ما الإحداثيات لنقاط تقاطع بيانّي الداا 
O‏ محم 





ين لجمة - )رق 3- + = 0و5 





x=1 =4 





=4 «== 





j 








من الدوال التالية فرديةة 
x+1 E] f(x)=cosx I‏ 
إا كلها زوجية 





f(x 





I= +x دور ها‎ 





أيّ من الدوال التالية ليست فردية؟ 
ا لمجعمةدم)] f= -x+1 E]‏ 
كلها فردية 





لا + 
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© آي نقطة لا يمر فيها المستقيم 5=ر3-×7 5 


4D (A 2.0‏ )2 يمو هته التقاط جميغها 





@ ما ميل المستقيم الذي يمر بك النقطتين (10 ,6) و (4 ,1-)؟ 
4m $ ¥ 70‏ لکا غير ذلك 


ما معادلة المستقيم الذي يمر بك النقطة(10 ,3) ويوازي المستقيم 1=ر3- ×3 
y=}«+9 8‏ += و 3+19 





ر 1+ل-در لقا غير ذلك 
€ ما ميل مستقيم يتعامد مع المستقيم 0+9-0ر3 +522 
2 5 - غير ذلك 
3m 4M 30‏ 0 لتا غير ذلك 


3x+4 x<2 
51)3( أي مما يلي يساوي‎ . ۴)۸ = 


2<م 1+ 


SE OM 15 8‏ 38 لها غير ذلك 


++دة-* =(×)۶. أي مما يلي يساوي (2)-(2+)/5 


x -3x+4 ] x +x-8 8 x +x] x**-3x-4 O‏ غير ذلك 


3 -0-2/ . آي مما يلي يساوي )/-(+)/ و 














43 2-E 
ما مجال الدالة جين‎ 9 

الجاع RI {xx} {x/x#-1‏ غير ذلك 
[5 ما مجال الدالة e‏ 5 

Fe. 1u], ,2[ت]2‎ +] J", ,2-[ت]2-‎ [u]. +] O 

RE‏ 000 1 غير ذلك 


ما التحويل الذي يحول بيان الدالّة *د-(2)/ إلى بيان الدالّة ”(9+×)=(»)م؟ 
[ن] سحب إلى أعلى 9 وحدات [ب] سحب إلى أسفل 9 وحدات 
(2] سحب إلى اليمين 9 وحدات [23] سحب إلى اليسار 9 وحدات لها غير ذلك 





06 الفصل ١‏ الرسوم البيانية والنماذج الخطية 


له 
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استعمل بيان الدالّة *-(+)/ لكي تجد معادلة الدالَة ۾ ذات البيان الثاني. 





g(0=(x+2) +1 E g(0=(x-1) +2 وم‎ =(x-2) +1 O 









ه 2-)1+0=(x(م‏ غير ذلك 
© جد + ) حيث 2-4 دمر و متجا- مم . 
s«-3‏ 3م + 07 كاغيرذتك 





جد (12()3) حيث ×=()/ و 7- = ()۾. 

0 13- 9 29 5 63 [2] غير ذلك 
© جد 0)(مه/) حيث 0-4-22م)/ و ع-2دمم . 

-2x ترود‎ -4x+8 م‎ 22-2 E] 22-4 E] م2جم16- نمه‎ 





[2] جميعها لا تمثّل دالة ت 





لله ما سلوك الدالّة 2+ 35-72 -()/ عندما يسعى × الى مه وعندما يسعى الى جا 
[1] تسعى الدانّة إلى مه- عندما يسعى × إلى ١٠-؛‏ تسعى الدالّة إلى »+ عندما يسعى × إلى مها 
[ي] تسعى الدانّة إلى - عندما يسعى + إلى - ؛ تسعى الدالّة إلى - عندما يسعى × إلى +١‏ 
[2] تسعى الدانّة إلى +١‏ عندما يسعى × إلى مه- ؛ تسعى الدالة إلى -٠١‏ عندما يسعى × إلى مهج 
[2] تسعى الدانّة إلى +٥‏ عندما يسعى × إلى م ؛ ال إلى +٥‏ عندما يسعى * إلى + 
[ك] غير ذلك 








تحضير للاختهار 37| 


له 


الدروس 

1-2 مدخل إلى حساب التفاضل 
والتكامل 
إيجاد النهايات بيانيًا وعدديًا 
حساب النهايات(الغايات) 


Ty 
اختبار جزئي‎ 
س‎ 


4-2 الدوال المستمرة 
5-2 الغايات اللانهاثية 
مراجعة 

تحضير للاختيار 


يستعمل بعض المزارعين أنواعًا من 
الحشرات الطقيلية بلا مكافحة بعض 
الآفات التي تُصيبُ المزروعات. 
تشكل الدالّة 

جزاط 


نموذجا لتزايد هذه الحشرات على النبتة. 


ما معدل التقيّر لهذه الحشرات عندما 
تكون كثافتها 20 حشرة 2 النبتة؟ 





جه 
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vi‏ هه 
هل انت مستعد؟ 
سيم 


¥ المُفْرّدات 


العمود الأيمن بتفسيرها 4 العمود الأيسر. 


ايد الکبر من دون حدود. 

[ب] مجموعة القيم التي تتخذها الدالّة عندما يأخذ × جميع قيم المجال. 
مقدار قاعدتها مقدار نسبي. 
يتضمّن مقدارها نسبة عددين. 

ها كتابة المقدار على صورة نسبة مقدارَيْن حدودييّن لا عامل مشتركًا 


التمرينين 2 3 استعمل الدالّة / التي لها البيان المقابل. 
6 جد قيمة كل من (0] ؛ (1)2 ؛ (1)3 .(1)4 (5)/. 
6 اكتب قاعدة الدالّة . 


كني العمليات على الدوال 
اكتب قاعدة الدانّة عه / والدالة رهم حيث 1++ - (2)/ و جل - (0)م . 
هل العلاقة العكسية للدالّة 4+3 = ل بين المتغيّرين × و لر دالّة؟ إذا كان الجواب «نعم؛ اكتب العلاقة 
العكسية على صورة دالّة وإلا فبرر نفيك. 
هل العلاقة العكسية للداثة "+ = بر بين المتغيّرين* ون دالّة؟ إذا كان الجواب «تعم, اكتب العلاقة 
المكسية على صورة دانة وإلا فور ن 


“يك تحويلات الدوال 
التمارين من 7 إلى 10: يُظهر الرسم بياني دالتين/ و م. حدّد التحويل الهندسي الذي 
يُحوّل بیان / إلى بيان ۽ واكتب قاعدة م. 
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مدخل إلى حساب التفاضل والتكامل 
Introduction to Calculus‏ 











الأهداف ما حساب التفاضل والتكامل؟ 
* يدرك حساب التفاضل 7 
ات التغيّر (السرعة والتسارع). ! 
والتکامل واختلاقه عن التغيّر (السرعة والتسارع). إنه 
التميق. والانحناء وكثير من المفاهيم الأخرى. لقد 
أن مسألة المماس الرياضيات العلماء والمهند سين والاقتصاديين من إنشاء نماذج فقالة لدراسة حالات من الحياة 
مسألة أساسية ‏ حساب ‏ اليومية. 
التفاضل والتكامل. 


* يدرك أن مسألة المساحة 
سنال اناس عاغنناي 
التفاضل والتكامل. 


يز حساب التفاضل والتكامل بأنه رياضيات الحركة (- نه ل2). بعكس الرياضيات التي تعلّمتها 
حتى الآن والتي يُمكن وصفها بأنها رياضيات السكون (5/211). إليك بعض الأمثلة: 

* يُمكنك دراسة حركة جسم يتحرك بسرعة ثابتة باستعمال الرياضيات التي تعلمتها حتى اليوم. 
غير أنك تحتاج إلى حساب التفاضل والتكامل لتدرس حركة جسم تتغيّر سرعته مع الزمن. 
يُمكنك تحديد ميل مستقيم باستعمال الرياضيات التي تعلّمتها حتى الآن. لكنك تحتاج إلى 
حساب التفاضل والتكامل لتجد ميل منحن عند نقطة. 








تذكر دافا أ 
التفاضل والتكامل كموضوع 
أساسي غذهذا الصف. ستكون | ٠‏ يُمكنك حساب المساحة أو الحجم للكثير من الأشكال أو الأجسام الهندسية باستعمال 


غايتك الأولى أن تتعلم كيف 8 E E‏ : 
تستعمل هذا الموشوع لكي تنش الرياضيات التي تعلمتها حتى اليوم. لكنك 


انماذج لسائل الحياة يهدف شكل غير منتظم» أو لتجد حجم جسم غير مألوف. 
حلها. تذكرك بخطوات حل م 





اج إلى حساب التفاضل والتكامل لتجد مساحة 


المسائل: 
1 تأكد من آنك قهمت السؤال 
المطروح. ما معطيات المسألةة 
ما المطلوب؟ 





2 خطط. هناك طرائق 


تتضمن كل من الحالات السابقة الأمر نفسه: إعادة صياغة بعض ما تعلّمته ‏ السابق عبر استعمال 
مفهوم النهاية. وهكذاء فإن إحدى الإجابات عن السؤال: ما حساب التفاضل والتكامل؟: القول أنه 
التعامل مع النهايات وتقوم تطبيقاتها العملية على استعمال 





ابنجت عن تمعلد حل مسألة 
أبس مد أفراجك. انغ 1 
رسمًا بيائيًا. است وسيلة حسابية يكمن أساسها النظري 
التكنولوجيا قواعد وقوانين دقيقة. 


بف هلد متخا امج يتضمن حساب التفاضل والتكامل ثلاثة مستويات: المستوى الأول هو الرياضيات ١|‏ 
أثك أجبت عن السؤال المطروح. 








آد 














EE‏ تعلمتها حتى اليوم والمستوى الثاني هو مستوى النهايات والمستوى الثالث هو مستوى الاشتقاق 
أن تكتب الجواب 4.6 - يز والتكامل. 

EEG 
النهايات الاشتقاق والتكامل‎ E IEEE واخ فاضت بال‎ 


الجوابك معثى؟ هل من طريقة حتى الآن 
أكّد من معقولیته؟ 








عن 
تاريخيتين من مسائل هذا 


مفهوم النهاية حجر الأساس بك دراسة التفاضل والتكامل. ولكي تتكون لديك بعض الأه 
دور النهاية ‏ حساب التفاضل والتكامل؛ إليك وصفًا مختصرًا لمسألتين 
الموضوع: مسألة المماس ومسألة المساحة. 
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مسألة المماس 
تعلمت ب4 الصفوف السابقة أن المماس لدائرة مركزها 4 . عند نقطة 
7 . هو المستقيم الذي يقطع الدائرة ‏ نقطة وحيدة هي 5 . 

لا يصح هذا التعريف عندما يتمق الأمر ببياثات الدوال بشكل عام 
كما يُوضح ذلك الرسمان أدتاه. 





إلا أن مماس الدائرة عند نقطة 7 هوب الواقع ما يسعى إليه 
القاطع ©7عندما تسمى النقطة © نحو النقطة ۶ . يُمكننا 
الانطلاق من هذه الملاحظة لكي ثنظر إلى مماس بيان الدالة 
()/ عند نقطة 7 على أنه ما يسعى إليه القاطع 72 عندما 
تسعى النقطة © إلى 7 





مسألة المماس. تُعطى دالة/رونقطة 7 على بيانهاء ويُطلب إليك 
أن تجد معادلة مماس بيان الدالة عند هذه النقطةء كما هو مبيّن 
ب الرسم المقابل. 

باستثناء الحالات التي تتضمن مماسًا عموديًاء فإن مسألة إيجاد 
معادلة مماس بيان الدالّة رعند النقطة ۶ تعود إلى إيجاد ميل 
هذا المماس. يُمكنك حساب قيمة تقريبية لهذا الميل باستعمال 






Tangent 









ذلك الرسم المقابل. يُسمَى مثل هذا المستقيم قاطمًا 
لبيان الدالّة. إذا كانت ((7)6./)6 نقطة التماس 

و ((*4+١)4,۶+ء)0‏ نقطة أخرى على البيان: فإن ميل Tangent‏ 
المستقيم الذي يمر بهاتين النقطتين هو 
+A) f (e) _ f(e+4»)-f (e)‏ 
(rae & 0‏ 

0 


















aeraxtte*ax)) 


0 
)ا ممعم و Pefte))‏ 








ذلك الرسم الأيسر أعلاه. 
إذا كان للقاطع موقع نهائي فإئنا نقول عن ميل المماس إنه ثهاية ميل القاطع (سوف نعود لاحقًا إلى هذه المسألة) . 
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تقع النقاط التالية على بيان الدالة * > (2)/ا: | 
((كلتر,ك2)1 )1-1( ,1.1(,@ ٠. 0,(1.01.f(101))‏ 
f (1.0001)) 0, (1.001, (1.0010)‏ ,0,(1.0001 

تقترب هذه النقاط على التوالي من النقطة(1,1). احسب ميل المستقيم الذي يمر ب 8 © 

والمستقيم الذي يمر بذ 7 و ارسم ‏ المستوي الإحداثي نفسه بيان الدالّة والمستقيمات م 





حُسبت ميولها. استعمل النتائج التي توصّلت إليها لكي تجد قيمة تقريبية ميل مماس بيان الدالة عن 
النقطة ۲. 


مسألة المساحة 

رأيت 4 مسألة المماس كيف تم تطبيق مفهوم النهاية على ميل مستقيم بهدف إيجاد ميل الدانّة. 
المسألة التاريخية ١‏ اضل والتكامل هي مسألة حساب المساحة لمنطقة يحدّها 
بيان الدالة. يُمكن حل هذه المسأا 
باستعمال مساحة المستطيل لإيجاد مساحة منطقة غير مألو: 
ان الدالّة (×) ۶ = والمحور + والمستقيمين العموديين 
=× وط =× كما هو مبيّن 4 الشكل 1. 

















إذا نظرت إلى الشكلين 2 و 3 أعلاه. ستجد أن مجموع مساحات المستطيلات هو قيمة تقريبية 
لمساحة المنطقة. كلما ازداد عدد المستطيلات اقترب مجموع مساحاتها من مساحة المنطقة وكان 
التقريب أفضل. لأن مساحة المنطقة الواقعة بين بيان الدانّة والمستطيلات تصبح أصغر فأصغر. 
للحصول على مساحة المنطقة عليك أن تجد نهاية مجموع مساحات المستطيلات؛ إن جدت. 











عندما يتزايد عدد هذه المستطيلات باستمرار. 







انظر إلى المنطقة المحدّدة ببيان الدالة > (*)/ والمستقيمين 2-0 و 1-+ . يُمكنك تقريب مسا 
هذه المنطقة باستممال مجموعتين من المستطيلات: الأولى يُحيط بها بيان الدالة والثانية حيط بهذا 
البيان: كما هو مبيّن ب الرسمين الثاني والثالث أدناه. جد مساحة كل مجموعة من مجموعتي 

المستطيلات؛ واستند إلى ما وجدته لكي تعطي قيمة تقريبية للمساحة الملونة 4 الرسم الأول. 
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ل التمارين من 1 إلى 9 اذكزإن كان بالإمكان حل المسألة من دون اللجوء إلى مفهوم النهاية. 





ق يتحرك جسم على سكة وفق القانون */4=3. حيث / الزمن بالثواني و4 المسافة بالأمتار. جد 
بدلالة ۸ متوسّط السرعة بين اللحظتين 10-/ و /+8-10. ثم استنتج سرعة الجسم عند اللحظة 
0د 


جد ميل المماس للدالّة 2-3 عند النقطة (3,9). 





ارسم بيان الدائّة 1 -: على الفترة [2 .1]. قم هذه الفترة 8 أقسام بالتساوي. ود مساحة 
المنطقة المحدّدة بقوس البيان والمحور × والمستقيمين ×x=1‏ و 2 -. 
جد المسافة التي يقطعها جسم متحرّك خلال 15 ثانية: إذا كانت سرعته 7 أمتار ‏ الثانية. 





يتحرّك جسم بسرعة غير ثابتة تتغيّر مع الزمن وفقًا للنموذج /5+7605-(1) ؛ حيث يرمز 1 
لوقت بالثواني (/):إلى سرعة الجسم عند اللحظة ۲ بالمتر بك الثانية. جد المسافة التي يقطعها 
هذا الجسم خلال 15 ثانية. 


3 تتحرّك نقطة على بيان الدالّة ×0.08=(«×) / » حيث يمثل + 
التقدم الأفقي للنقطة؛ ويمثْل (*)/ ارتفاعها المقابل. جد 00000 


معدل تفير ارتفاع النقطة عند 2=× . چ ا 











€8 تتحرّك نقطة على بيان الدالة [*<د-004)8-()/. 
حيث يمثّل × التقدم الأنضي للنقطة: ويم (::)/ ارتفاعها ‏ لسلا لا ۰ 
المقابل. جد معدل تغيّر ارتفاع النقطة عند 2 
س 





























ق جد قيمة مساحة المنطقة المظلّلة. 
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€3 جد مساحة المنطقة المظللة. 





© استعمل الدالة 4-2 -()/ والنقطة (5)1,3 الوافعة على بيائها. 
]1 ارسم بيان الدالّةوالقواطع التي تمر النقطة 8 
وك النقاط ((×)/ .)0 حيث يثخذ × القيم 2: 0.5.1.5 على التوالي. 
[ب] جد ميل كل من القواطع الثلاثة. 
[2] استعمل نتائج السؤال ب لتقدّر ميل معاس بيان الدانّة عند النقطة 7 . ميف كيف تجعل قيمة 
ميل المماس أقرب فأقرب إلى 





33 استعمل الدالة ل -()/ والنقطة (2 ,۶)4 الواقعة على بيانها. 
[] ارسم بيان الدالة/ والقواطع التي تمر ب النقطة ‏ وي النقطة ((:)/,0)3 حيث يثخذ :د 
القيم 3.1 5 على التوالي. 
° [ب] جد ميل كل من القواطع. ° 
استعمل نتائج السؤال ب لتقدّر ميل مماس بيان الدالة عند النقطة 7 . صف كيف تجمل 
قيمة ميل المماس أقرب فأقرب إلى قيمته الحقيقية. 





8 1 استعمل المستطيلات ي كل رسم لكي تجد 
4-()/ وا 





ات 0= رو 1= × 





ا الا 





كنك الاستمرار 4 هذه العملية للحصول على قيمة لمساحة المنطقة تقترب أكثر 
فأكثر من قيمتها الحقيقية. 
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[ج] أوضح كيف يُمكنك الاستمرار 4 هذه العملية للحصول على قيمة لمساحة المنطقة 
تقترب أكثر فأكثر من قيمتها الحقيقية. 7 
€ استممل المستطيلات لإيجاد قيمة تقريبية 
المساحة نصف دائرة قطرها 24. ماذا تفعل 
لتتوصّل إلى قيمة أقرب فأقرب من مساحة x‏ 
نصف الداثرة؟ 


5 استعمل بيان الدالة 5>-(+)/ بين النقطتين (1,5) و(5,1). 





1 جد قيمة تقريبية لطول قوس البيان بين النقطتين بحساب المسافة بين طربيذ هذا 





12 أوضح كيف يُمكنك الاستمرار ‏ هذه العملية للحصول على قيم تقريبية لطول قوس 
البيان تكون أقرب فأقرب إلى طوله | 5 
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الأهداف 
* يدر قيمة نهاية باستعمال 


يقة بيانية أو عددية. 








المفردات 
Vocabulary‏ 
نهاية امنا 








2 


إيجاد النهايات بيانيًا وعدد 


Finding Limits Graphically and Numerically 


مدخل إلى النهايات(الغايات) 


الرسم المُقابل بيان الدالة 1+:<-()/: لاحظ أنه كلما , 


اقتربت قيمة × من 1. يمينا أو يساراء فإن ()/ تقترب من 2. 0 3 





ب 2-()/ اذا للتعبير عن هذا الأمر ونقول أن 2 هونهاية 
الدالة(*)م عندما يسعى × إلى 1. 





أنظر الآن إلى الرسم امُقابل الذي يُمثل بيان الدالة 


حيث ±1×. 





f= 
.1 لاحظ أنه كلما اقتربت قيمة × من‎ 


5 3 
بينا ويساراء فان (000/ 
تقترب من 2. يُمكننا أن نكتب 2-()/ 1زا للتعبير عن هذا الأمر. بكر ]2 2 


الاحظ أن كون الدالة غير مُعرّفة عند 1 -+*لم يمنع أن يكون للدالة 
نهاية عندما يسعى × إلى 1. 








أنظر الآن إلى الرسم امُقابل الذي يُمثل بيان الدالة لمحل -(2)/ 
حيث #1 . 
لاحظ أنه كلما اقتربت قيمة × من 1: يمينا أو يساراء فإن (»)۶' 








يمكنك رؤية أن ()/تقترب من 3 عندما يقترب × من 1 يميثا 








تقترب من 3. يُمكننا أن نكتب 3 -(2)/ هنا للتعبير عن هذا الأمر. 7 5 

لاحظ أن كون الدالة غير مُمرّفة عند 1=× لم يمنع أن يكون للدالة وو أده 

) EF 

نهاية عندما يسعى × إلى 1. 
I‏ 


ويسارًا باستعمال مجموعتي قيم للمتفیر ×. تتکؤن إحداهما من ق 
تقترب أكثر فأكثر من 1 يسارًا. وتتكون الثانية من قيم تقترب 
فأكثر من 1 يمينا. 








اتقترب قيم + من 1 من جهة يمين اشرب قيم دمن 1 من جهة یسار 


x | O75 | 09 | 0.99 (0.999 |1 |1001 101 | 11 |125 



































3813| 3310| 3.030 | 3.003 | ؟ | 2.997 .2.970 2.710 فرق | f(x)‏ 


RES‏ نرقم مائ من دمن جیه اا 


لاحظ أنه؛ بالرغم من آن × لا يستطيع أ 
من 1 مما يجعل قيم (2)/ تقترب أكثر فأكثر من 3. تبر عن ذلك بالكتابة 3-(:)/ ن1 
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الا أن بإمكان قيمه أن تقترب أكثر فأكثر 


6 





CRADE12-CHAPTER 2 2013-final 2/12/15 2:01 PM Page 10 








يوقر ما سبق أمثلة توضح كيف 
الدالّة. استعمل جدول قيم لتقدير النهاية 


مه يرن 
2-2 


EE 5 5 5 




















مقال ل[ تقديرنهاية عدديًا 


احسب قيم الداة سسب( عندما 
يتخذ × عدّة قيم قريبة من 0=×. واستعمل 





الحل 
بين الجدول أدناه قيم (»)رعندما يتخذ × 
عدة قيم قريبة من 0=×. 


ترب شیم »من 0 من جهة امین 


0.0001 | 0.001, | 001 


2.00005 | 2.00050 | 2.00499 














ترب قيم(]/. من 2 من جهة اليمين. 





يؤكد الرسم البياني هذا الاستنتا. 
لاحظ أن الدالّة 4 المثال 1 غير معرّفة عند 





تسعى إلى نهاية عندما يسمى × إلى 0. غاليًا ما يحدث هذا الأمر. لذا من المهم ١‏ 
لا يؤثر على وجود نهاية ()/ عندما يسعى × إلى ©. 





كون الدالّة معرّفة أو غير معرّفة عند » - 








x |] 175 | 19 | 199 ووو1|‎ | 2 | 2001| 201 | 21 |225 


5 


ما 








ار نهاية معيّنة: عدديًا بإنشاء جدول قيم. وبيانيًا برسم بیان 


f) 5 | ¢ | و‎ 














1 


f(%) is not defined at 
a x= 


ا 


yirî 





2 1h 73 3 





اتقثرب فيع من من جهة اليسار 


x | 001 | 0001| 001 


f(x) | 199499 | 1.99950 | 199995 














تفرب هم (.)/ من 2 من جمة ايساد 


[د)/ر عندما يتخذ × عدة قيم قريبة من 0=× 


واستعمل ما تحصل عليه لإعطاء قيمة تقريبية للنهاية سي ول 





04-2 


2-2 إيجاد التهايات بيانيا وعددياا 








اثج الجدول أن من الممكن اعتبار 2 قيمة تقريبية لنهاية الدالّة f‏ . عندما يسمى × إلى 0. 


47 
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مقال [# ناية دانة متفرعة القاعدة 








ذلك الرسم المقابل. يُمكنك أن 
lim, /(«)=1‏ 


92 








لم يؤثْر کون )١(‏ مّرّة عند 2 = »ولا کون 0= (2) ۴ على وجود النهاية ولا على قيمتها. ظلو كانت 
الدالة معرّفة كما يلي: 





لما تفيّر شيء بخصوص النهاية. 








x<0‏ لدم 
0= :|1 


0 0< اد 


جد نهاية الدالّة عندما يسعى × إلى 0. 


قمت حتى الآن بتقدير النهايات عدي 





نيا سوف تتعلّم ي الدرس اللاحق تقنيات جبرية 
الإيجاد النهايات. حاول أن تنمّي. خلال دراستك لحساب التفاضل والتكامل: عادة استعمال هذه 
الطرائق الثلاث لحل مسائل النهايات. 

* الطرائق المددية إنشاء جدول قيم للدالة 





* الطرائق البيانية رسم بيان الدالّة 
* الطرائق الجبرية استعمال الجبر أو حساب التفاضل والتكامل 


نهايات غير موجودة 


سوف تتفحص # الأمثلة الثلاثة التالية حالات تب 





أن النهاية ليست دائمًا موجودة. 
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مقال [8 عندما يختلف السلوك يميثا ويسارًا 


يئن أن النهاية ناروز غير موجودة. 





ارسم بيان الدالة لكا -()/ .إذا نظرت إلى هذا 


البيان ‏ الشكل المقابل؛ لوجدت أن 





إلى يمين 0 وستكون سالبة أيّا تكن قيم × إلى يسار 
0. مما يجعل مستحيلاً أن تسعى قيم ()/ إلى القيمة نفسهاء عندما يسعى × إلى 0 من اليمين أو 


من اليسار. ينتج من ذلك أن لا نهاية للدالّة عندما يسعى × إلى 0. 





1 x<0 


أن النهاية (۸) هال ٠‏ حيث و ا (2)/ : غير موجودة. 





حدّد إن كانت النهاية ج ينا موجودة 






الحل 
الشكل المقابل بيان الدالّة 
يُمكنك أن ترى أن قيمة (:)/ تت 





حدود كلما سعى × إلى 0 يميثا أو يسارًا. هذا يعني 
أن بإمكانك جمل قيمة (:)/ كبيرة قدر ما تريد 


باختيار قيمة ل × قريبة من 0 بما يكفي. 





مثال على ذلك: يُمكنك جعل قيمة (ه)/. أكبر من 100 إذا اخترت قيمة ل × تبعد أقل من ر عن 
يُمكنك أن تجعل قيمة (*)/ أكبر 
من 1000000 إذا اخترت ل × قيمة تبعد أقل من حلي عن 0. لأن العلاقة لج >|| > 0 تنت 





0. بالفمل إذا كان حلب> اه >0 فإن 100< 


10000< ل =(۶)۸. بما أن (:)/ لا تقترب من أي عدد محدّد .1 عندما يسعى × إلى 0ء فإن 


أنهاية الداثة غير موجودة. 
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ادرس وجود التهاية مف ونا 


الحل 8 
يُبيّنَ الشكل المقابل بيان الدالّة 

ل+هنه-(»)ير . يُمكنك أن ترى أن قيمة (»)/ 
تتذيذب بين 11- كلما سعى × إلى 0 يميثا أو 
يسارًا. بالفعل. يمكنك دومًا أن تختار قيمثيّن تر 
و للمتقير* قريبتين من 0 قدر ما تريد 
طمةةد زمار 

لهف - (وم) 


ذلك الجدول أدثاه: 


م 






چچ NEFT‏ 
EIR FE :‏ |ع | 2 ”7 
لا وجود للنهاية | 1- 1 |1“ 1 4 1 هار 





























7 ادرس وجود النهاية 5ء ونإ . | 
6 


أنواع السلوك عندما لا توجد نهاية 


1. تسعى قيم (:)/؛ عندما يسعى × إلى © يميثاء إلى عدد يختلف عن العدد الذي تسعى إليه 
عندما يسعى + إلى © يسارًا. 


2 تتزايد قيم (») ۶ أو تتناقص بشكل غير محدود. عندما يسعى × إلى .٥‏ 


3 تتذبذب فيم (:)/أبين عدديّن ثابتين مختلفين عندما يسمى + إلى ». 


هناك كثير من الدوال الأخرى التي لها سلوك غير عادي عندما يسعى × إلى قيمة معيّة 0. من هذه 





الدوال دالّة ديريكليه «مناءسدة 116ء11 المعرّفة بما يلي: 
بيير ديريكليه 1859-1405 ( © مجموعة الأعداد النسبية) 60 1 
xeQ‏ 1 





: E 
ا ا ا ليس لهذه الدالة نهاية عتدما يسعى × إلى أ‎ 


إلى الدالة المروفة ياسمه, حقيقي. سوف ندرس استمرارية الدوال ا درس لاحق. 
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ن من 1 إلى 6 استعمل بيان الدالة لتجد النهاية (# حال وجودها). 
أوضح السبب. 





© رصنا یت 223 








n, © 
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#8 «استعمل الرسم البياني المقابل للإجابة. إذا كانت النهاية موجودة؛ حدّد قيمة تقريبية لها وإن تكن 
غير یرت ليشع ایبد 


















































f2) O‏ لعا ورسخ 1 ا 
O f 8‏ رسن 
اونا حب يا 
im/() E‏ ملل 
أ 
® استعمل بيان الدانة/لتحدّد قيم © حيث النهاية 1 


()/ يا موجودة. 


اله ارسم بيان الدالة 2>x>4‏ 6-24 
عم 4 


(٭) کر واست CE O OI‏ ال 








لتحديد قيم ء حيث النهاية )١(‏ / للا موجودة. 


[@© استعمل الحاسبة لكي تجد قيمة تقديرية ل ()/ يدلا حيث 5( +1)- 
هذه الدالّة عندما يتخذ × قيمًا قريبة من 0. ارسم بيانًا تقريبيًا لهذه الدالة. 








صواب أم خطأ؟ 4 التمارين من 11 إلى 14 اذكر إن كانت المقولة صوابًا فعلّله: أو خطأ فأثبته !0 
بمثال مضاد. 1 
قلعا إذا كانت الدالّة/ غير معرّفة عند =× فإن ()/ سيلا غير موجودة. 

َه إذا كان نا =()/ :فان 1=()/ 8 


إذا كان £=( )طا إن سط - © 


استعمل الدالة #له-(م) / . 





أن 0.5= ۴ل ,وون ؟ أوضح جوابك. 


[ج] هل صحيح أن 0= ل ووذا؟ أوضح جوابك. 
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حول المقاهيم 





8 اكتب شرحًا مقتضبًا لما تمنيه الكتابة 25 -()/ يهناً. 


9 إذا كان 2(=4) /. فهل تستطيع استنتاج أي شيء حول نهاية (×) ۴ عندما يسعى × إلى 92 


أوضح جوابك. 


إذا كانت نهاية ()/ . عندما يسمى × إلى 2. تساوي 4 فهل تستطيع استنتاج أي شيء 


حول (2)/ ؟ أوضح تفكيرك. 


الع اذكر 3 أنواع من سلوك الدوال تعود إلى عدم وجود نهاية. ارسم بيان دالّة يعبر عن كل سلوك. 





داثرة نصف قطرها 1. ما قيمة × التي تجعلٌ مساحتي 
المستطيل والمثلث متساويتين؟ 


2-2 إيجاد النهايات بيانياً وعدي 
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حساب النهايات (الغايات) 
Finding Limits‏ 


الأهداق حساب النهايات 
00 تملّمت لذ الدرس السابق كيف تجد. عدديًا وبياتيًاء قيمة تقريبية ئنهاية دانّة (ب2 حال وجودها). 
* يجد طريقة لحساب نهاية ٠‏ سوف تتعلّم ب هذا الدرس كيف تحسب نهاية دالّة باستعمال عدد من القواعد وبعض النهايات 
ويستعملها. المعروفة. كما ستتعلم مبرهنة السندويج؛ وكيف تستعملها ذ حساب النهايات. 

* يحسب نهاية بكتابة المقدار 

عن اس نيرق 

* يحسب نهاية باستعمال 

مبرهنة السندويج. من قواعد حساب النهايات 0 


قاعدة الداثة الثابتة إذا كان 6 (:)”رحيث > عدد حقيقي ثابت. فإن 4 - ()/ ويفا . 
قاعدة الداثة الخطية الأساسية إذا كان «=(»)۶ ١‏ فإن ء=(م)/ وط . 
قاعدة دالّة القوة إذا كان "۸ =(۸) ل فإن ”=(»)/ ناء 


° قاعدة داثّة الجذر التربيعي إذا كان *له- (*)ر. إن / =(»)/ طا حيث ٠<0‏ . ° 


قاعدة الضرب بي عدد ثابت إذا كانت ()/ جنا موجودة, فإن ()/ ناه =[9) ]طا 
ڪيه ماد خقبقي. 


قاعدة المجموع إذا كانت ر ع دالتين. وإذا كانت النهايتان(»)/ هنا و (۸) ص[ موجودتين. فإن 


لداع سنا+ g()]=lim f(x)‏ +زعار]سنا. 





قاعدة الضرق إذا كانت"رق ۽ دالتين. وإذا كانت النهايتان ()/0:!! و ()» 10 موجودت 
g(x)]=tim f (x)-lim g(x)‏ رار ]سنا . 


قاعدة الضرب إذا كانت رو ۾ دالتين. وإذا كانت النھایتان(٭) / 15 و (٭) سنا موجودتين؛ فإن 


ماع (lim‏ رصنا )م زعام آسنا . 








و 
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مقال ¥ نهاية دانة حدودية 


جد ()/ يط حيث 312-72-5 + 25-- (2)/ 


الحل 
-7x+ 5)‏ 3+ *2- )يمنا - )بسنا 
استعمل قاعدة الجمع (5) سنا + لدت )يجنا (*مة) lim‏ +) 2°( يونا 


استعمل قاعدة الضرب بك عدد ‏ (5)يصنا+(«)يمنا(7-)+(*م)بعناة +( كم)بسنا2- - 





استعمل قاعدة دانّة القوة 1--3)22-72+5 + 2,25 - 
3717 * جد دويلا حيث 3- همه 3ر2 =( f‏ 
من قواعد حساب النهايات 


أقاعدة نهاية الدالة الحدودية إذا كانت (4)/ دانّة حدودية فإن ()۶ -()ثر ا 
قاعدة القسمة إذا كانت ترق ۽ دالّتين. وإذا كانت النهايتان ()/ ددا و (2)ع نذا موجودتين مع 


0 )ع سنا فإن 


41-84 


EDI 


مقال [ نهاية دائة نسبية 








من النهايات التي يُواجهها الطالب. النهاية 
ما يلي. استنادًا إلى قاعدة القسمة: 0 





قد تجد نفسك. عندما تحاول إيجاد تهاية أنك أمام حالة من حالات عدم التعيين مثل © . يحدث 
هذا الأمر غالبا عند البحث عن نهاية دال نسبية. سوف ترى ب المثال التالي كيف ترفع عدم التعيين جبريًا 
وتجد النهاية. سوف تعود إلى هذه المسألة ب الفصل اللاحق لتتعلّم طريقة فمّالة ‏ حل مثل هذه الأمور. 
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5 ق اقا هالة من 
ا عندما يسمى × إلی چ فإن × ٠ا‏ يسعى إلى +٠١‏ مما يجعلنا ‏ حالة من عدم | 
lim tan" x‏ 


ےج يدذ1. لرضع عدم التميين تلجأ إلى تبسيط المقدار الذي 
x lim (l+tan* x)‏ لصم +1 عم لين 5 ين تلجا إلى تبسي ف 
3 





يؤدي تطبيق قاعدة الدالة النسبية إلى rE LS‏ 
حالة من حالات عدم التعيين. 30 0“ m-3‏ 2-22 


الرفع عدم التميين. اضرب البسط والمقام بمرافق البسط. ۴۲6+3 . تحصل على 
ا کسیر ۰+ 6-3 
E SE E CTE EF [ETE ETE 8‏ 
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من قواعد حساب النهايات 


قاعدة نهاية الدائة المرقبة إذا كانتترو ۾ دالتین. وإذا كانت النهايتان .1 - (د)م يمنا 0)/ رلا 





موجودتين. فإن (£)/ - إإعامصش)/ -[(نمام) / ]سنا 


مقال [8 نهاية دائة مركبة 
جد () هنذا حيث 4+ ثمل-(»)/ . 


الحل 
الدالة (ب) دة مركبة من الدالك 





)ماق 4+ 2 =( »)ر أي أن 
(0«)«)»»- )۷ل = 4+ ندل =(۶)۸. ينتج من ذلك 
23 - قلح (mv‏ = صمل يمنا (x)=‏ / سنا 


2777" جد («) يسنا حيث 4-ثرله- زمار 





0 من قواعد حساب النهايات‎ 
أ‎ OTT 
carke limtanx=tanc limeosx=cose limsinx = sinc 


3E‏ 2 نهاية دانّة تتضمَن دائة مثلثية 


جد (ع) يجنا حيث وھ »= نا ۰ 





الحل 
= جومم (x) lim(cosx)=‏ جا - (:ددمء )ميش - (ع)تر lim‏ 
EV‏ “ جد (*)/ يمنا حيث من = زعام 
5-9 
من قواعد حساب النهايات 


قاعدة الدائة الأسية الطبيعية =( )نا 


قاعدة دان اللوغاريتم الطبيعي م -(-/)يهذا ‏ 0<ء. 
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به 


مقال [ نهاية داه أسية 
جد (*)/ نا حيث 3# -()] . 


الحل 


ا ے ۴٣ےے‏ ے ٭ وولا 





lim/ (a) 


im (30"*)= lim()lim(e™™ 5 


7 ” جد () ۴ا حيث (1+:), 


قد لا يكون سهلاً بل بعض الحالات: إيجاد نهاية دالّة مباشرة. تساعدك مبرهنة السندويج: ب مش 
تلك الحالات. على إيجاد النهاية المطلوية. 











f 





إذا کان (۸) > (2)/ > (0)2 أيّا تكن قيمة × جوار =× , 


باستثناء »=× ريما وإذا كان 0 
)ع يسنا سح افونا N en‏ 
52 


فإن النهاية )وز موجودة و - - (ه) "يونا 





! 
4 8 


تُساعد مبرهنة السندويج على إيجاد بعض النهايات المهمّة مثل النهايتين أدناه. 





1 بعض النهايات المثّثية 0 
i =1 gps =0 =‏ 


كن سان مبرهنة استدويع 
للا جد xcs!‏ . 
E‏ ()/ دالّة تحقّق المتباينة المزدوجة 1 SIMS‏ 
المتغيّر الحر». جد 4/0 . 
الحل 


[# بالاستناد إلى المتباينة المزدوجة 05151 15- يُمكنك أن تكتب × 0515ء »> ب 





إذا كان 20× ×2 ذومه+< ب إذا كان 0> × . 
يُمكنك أن تستعمل مبرهنة السندويج والمتباينة 0545# >*- لتستخلص أن 0051 
يسعى إلى 0 عندما يسعى × إلى 0 من اليمين.كما يُمكنك أن تستعمل مبرهنة السندويج 

والمتباينة × < 1ومن+ < +- لتستخلص أن × يسعى إلى 0 عندما يسعى × إلى 0 من 
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لي يُمكننا أن نكتب. استنادًا إلى مبرهنة السندويج. 








1 1 ->) بساك 1(0 ستاك 


lim 
(e rî 





[1+ 1 -ه) ]ساك ضار متاك 5 
e‏ 

و سے 
1+1 باك 00 E‏ 
Slim /()s0+1‏ سلج 
ا 


وبالتالي 1-(2)/ سنا ٠‏ 





بل التمارين من 1 إلى 3 جد النهاية المطلوبة. 
r+‏ 





© مد متاو © mî‏ ونا 
التمريتين 4 و 5» استعمل المعلومات المتوافرة لإيجاد النهاية المطلوبة. ° 
عدكدور + #دوويد: O‏ وارسنا ime) E ge E‏ 





lime(f(%)) E Himes) lim/(x) O جد:‎ g(x)=Yx+6 نم2 - مار ؛‎ -3x+1 
ب التمارين من 6 إلى ك جد النهاية المطلوبة.‎ 

im © HF O Her @ Ha? @‏ 
سل التمرينين 10 و 11: استعمل المعلومات المتوافرة لحساب النهايات المطلوبة. 

in / (=2 8‏ تامسر 

Ha [ضاءضار سد م‎ E Hele] E Halse] O 
0-27)رسنا‎ © 

inê © r/o 8 iE يس ع‎ O 


و 
000 
کک ر 
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5 
rel im لاد‎ iy ES - 

ون عر ي عي © ي 

التمارين من 21 إلى 26 جد النهاية المطلوبة. 
3(1-cos*)‏ تخد 

in: ©‏ سبح بين و 
mz liman‏ يون شك ونا (مساعدة: اكتب 
كت Bhar n‏ 











التمرينين 27 283 : جد ع ل و 


0 





f(=4 
بل التمرينين 29 و 30: استعمل مبرهنة السندويج لتجد ()/يانا:‎ 


2-0 © 


b-|r-a|< f(x) sb +|x-a| مدء.‎ EO ترسو‎ > f(x)S4 + 











[€ أوضح ما تعنيه عبار 


9 أعط مثالاً على دالتين تتماهيان باستثناء نقطة واحدة. 


التان تتماهيان باستثناء نقطة واحدة». 


أوضح مبرهنة السندويج بأسلوبك. 





التمرينين 34 وَ 35: استعمل دالة الموقع 150+ /4.9--(4): التي تحدّد موقع حجر سقط من 
ارتفاع 7 150 بعد / ثانية من سقوطه. تُعبّر النهاية لكك وون عن سرعة الجسم ال اقط 
عند 4= . 


© جد سرعة الحجر عند ۴=5. 





كم ستكون سرعة الحجر عند اصطدامه بالأرض؟ 





5 وج تحشّقان ما يلي: النهايتان (2)/ وط و (2)م وط[ غير موجودتين. ب حين أن النهاية 
[()8 +()/ ]نا موجود 





ززع ٢و‏ ۾ تحققان ما يلي: 0=(*) ۶ صتا و 84> )وا أيّا یکن × ؛ باستثناء =٤‏ حيث ۸1 عدد موجب 





f(x)g(*)‏ سنا 
صواب أم خطأ؛ بط التمارين من 38 إلى 42 اذكر إن كانت المقولة صوابًاء فعلّلهء وإن كان خطأ 
فأثبته بمثال مضاد. أو علله. 









إذا کان (2)م -()/ أيّا يكن × باستثناء .0= وکان 1= () طا فإن 9=1) ما 


52 3 
© إذاكان .0-2)/ فإن 2 ز»)ترسنا. 3-()/ يسنا حيث رو = 
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EEN 
ختبار جزئي‎ 


| میل انماس 


€8 استعمل الدائّة 4 
[1] ارسم بيان الدانّة والقواطع ,4 و ر و ,4 التي تمر ب النقطة 4 وب النقاط (( .)0 
حيث يتخذ × القيم 2.3 1.5 على التوالي. 
لعا جد ميل كل من هذه القواطع. 
[2] أوضح كيف تساعدك العملية التي قمت بها بذ السؤال ب على إيجاد قيمة ميل مماس البيان 
عند النقطة 4 . 





=( والنقطة (3-.401 الواقعة على بيانها. 



































8 يُبيّن الرسم المقابل بيان دالة (0/ . استعمل الرسم 1 
لتجد قيم كل من (1)/ ٠‏ (2)/ ؛ (۰)3 ()/ بصنا » ()/ بسنا 
«lim f)‏ (در يصقا 
نم 8 حساب النهايات 0 2 
ل التمارين من 3 الى ٠8‏ جد النهاية المطلوبة. الك م 
2-s +2 ( ©‏ ا 
eS‏ 
7 | مبرهنة الستدويج 


€3 استعمل مبرهنة السندويج لتجد جهن |»| ونا 
7 | السقوط الحر 
[آه تشكل الد الّة 4.9/2+60--()4 نموذجًا لتحديد موقع حجر سقط من ارتقاع 60 مترًا بعد 1 
ثانية من سقوطه. تمر النهاية ©4 يونا عن سرعة الحجر عند ٠=‏ . 
[1] جد سرعة الحجر بعد ثانية واحدة من سقوطه. 
جا جد سرعة الحجر عند ارتطامه بالأرض. 


© [*.م|” . 0<ه . نقطة على بيان القطع المكاضئ *د-)ر. 
إذا كان 8 التقاطع الممودي لمحور القطمة المستقيمة التي تصل 
النقطة 7 بنقطة الأصل؛ فما نهاية 8 عندما تسعى 7 إلى نقطة 
الأصل. 
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الأهداف 
بيز استمرارية دال عند 
نقطة. 

* يُحداد بيائيًا إن كانت دال 





سرد 
* يفهم مبرهنة القيمة الوسيطة 
ويستعملها. 


المفردات اا طةء۷0 


Continuous  ةرمتسم دانّة‎ 
Function 


Discontinuous دالة منقطمة‎ 
Function 

انقطاع قابل للإلغاء 
Removable Discontinuity‏ 


الدوال المستمرة 


Continuous Functions 





يفيدك الحدس بأن دانّة ما تكون مستمرة إذا استطعت أن ترسم بيانها من دون أن ترفع القلم 
عن الورقة. ارسم بيانات الدوال التالية: وحدّد لكل منها إن كانت مستمرة 





2-4 x<0 
+1 >0 





1 جمد مال 2 پل =( 


استمرار دالّة عند نقطة 
يتوافق معنى كلمة استمرار 4 الرياضيات مع معناها ب4 لغة الحياة اليومية. تقول عن دالة/ إنها 
مستمرة عند النقطة 5-6 إذا لم يكن بيانها منقطمًا عندها ب 
ثلاث حالات تكون فيها الدالة غير مستمرة عند النقطة © -* بك حين أنها مستمرة عند النقاط 





الأخرى. 


ليك 


دالة مستمرة الدالة غير مُعرّفة اليس للدالة نهاية 


عند "=٥‏ عند =× عندما يسعى :+ إلى > 





ثلاثة شروط يجعل كل منها الدالة غير مستمرة عند »=× 
بين الشكل السابق أن أيًا من الشروط التالية يجمل الدالة غير مستمرة عند -2 
1. أن تكون الدالة غير معرفة عند =٤‏ ×. 

2 ألاً يكون للدانّة نهاية عندما يسعى × إلى غ . 

3 أن يكون للد ال 
هذه الشروط تدفعنا إلى صياغة تعريف الدالّة المستمرة عند النقطة = 





ية عندما يسعى × إلى © لكن هذه النهاية لا تساوي (©) /. 
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١‏ تعريف الاستمرارية عند نقطة 

تكون الدالّة/ مستمرة عند النقطة +-*إذا تحفّقت الشروط الثلاثة التالية: 
1. الدالة معزفة عند دج 
2 النهاية ()/ إلا موجودة. 


3 )/دوارسنا 


تقول عن دالة أنها منقطعة عند النقطة © -*إذا لم تكن مستمرة عند هذه النقطة. يُمكنك. ب بعض 
انقطاعها عند هذه النق 
قابل لذلك به الحالة الثانية. 





الحالات» أن تُعيد تمريف دالة منقطعة عند نقطة 
به هذه الحالة. تقول عن هذا الانقطاع أنه قابل ثلالغاء ب حين أنه 

مقال ¥ استمرارية دال 
ناقش استمرارية كل من الدوالٌ التالية محدّدًا نقاط انقطاعها؛ إن وجدت. 


9 > ام عمدو 


+1 «>0 











هال 
الحل 
[ل] يتألف مجال الدائة من جميع الأعداد باستثناء 0. ينتج من ذلك 
أن الدالّة غير مُعرّفة عند النقطة 0-+ مما يجملها غير 
مستمرة عند هذه النقطة. من ناحية أخرى, انقطاع الدالّة عند 
ك لا تستطيع تعريف (0)/ 


بحيث تكون الدالّة مستمرة عند .0= ×. 





هذه النقطة غير قابل للإلغاء. ل 





8# يتأئف مجال الداثّة من جميع الأعداد باستثناء 1. ينتج من ذلك 
أن الدالّة غير مُعرّفة عند النقطة 1-* مما يجعلها غير 
مستمرة. من ناحية أخرى. انقطاع الدالّة عند هذه النقطة قابل 
للإلفاء لأنك تُحول الداثة إلى دانّة ع مستمرة عند 1-+إذا 
عرفت ۾ كما يلي 2-(1)# و (»)/ -()م حيث 1**. 





8# يتأتف مجال الداّة من جميع الأعداد الحقيقية. من الواضح أن 

الدالة مستمرة عند كل 
١-دء‏ فإن الدالّة مستمرة عندها أيضّاء لأن الدالّة 
معرفة عند 0 - من ناحية أولى ولأن لها نهاية تساوي 1 عندما 
إلى © (من اليمين أو من اليسار) من ناحية ثانية. ولأن 
)نا من ناحية ثالثة. 





ة ©-لاحيث 4*0 وبخصوص 
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8# يتأتف مجال الدالّة من جميع الأعداد 
الحقيقية. من الواضح أن الدالّة مستمرة عذ ت س 
كل نقطة =× من نقاط مجالها مما يجملها ا 


دالة مستمرة. 


| 2 





* ناقش استمرارية كل من الدوال التالية: 


= 





K(x) =cosx 8 (= ها‎ 


ıl 
إلغاء اتقطاع دانّة عند نقطة‎ BE فل‎ 
هل الدالة 2خعة-ث‎ 
بيانها وأوضح جوابك. إذا كانت الدانّة منقطعة عند هذه النقطة.‎ 
حدّد إن كان انقطاعها قابلاً للإلغاء. وي هذه الحالة أوضح كيف‎ 

تلفيه بإعادة تعريف الدالّة. 
















)ر مستمرة عند النقطة 1= 5 ارسم 


الحل 
الدالّة منقطعة عند النقطة 1= لأنها غيرمعرفة عند هذه 
النقطة. وهذا ما يُظهره بيانها. لكن هذا الانقطاع قابل للإلغاء لأن 
(×) يسعى إلى 1- عندما يسعى × إلى 1 من جهثي اليمين 
واليسار. مما يسمح لك بكتابة ١‏ 
1 








(x)=‏ سنا 


a 


لكي تلفي انقطاع الدالّة ,عند النقطة.1- ؛ أعد تعريفها على الشكل التالي: 


جوابك. إذا كانت الدانّة منقطعة عند هذه النقطةء حدّد إن كان انقطاعها قابلاً 





للإلغاء و هذه الحالة أوضح كيف تلغيه بإعادة تعريف الدالّة. 
مبرهنة القيم الوسيطة Intermediate Value Theorem‏ 
إذا أمعنت النظر ك تغيّر طول الإنسان بتغيّر عمره. فإنك سترى أن طول الإنسان هوي الحقيقة دالّة 





بدلالة عمره. لكنك سوف تلاحظ أيضًا الأمر التالي: إذا كان طول شخص ١٠ء‏ 150 عندما كان ب 
الثانية عشرة. و صا 169 ب سن العشرين: فإن طوله قد انّخذ كل القيم التي تقع بين 150 و 169 على 
مر الأيام. كما أنك تلاحظ أن طول هذا الشخص تزايد من ه٥‏ 150 إلى 652 169 بصورة مستمرة 
ولم يشهد طوله قفزات. تُعبّر عن هذه الملاحظات بالقول أن طول هذا الشخص دالَّة مستمرة عندما 
يتخذ العمر قيمًا بين 12 و 20 أن هذه الدانّة تتخذ جميع القيم من 150 إلى 169 . 

تتمتع الدوال المستمرة بالخاصية نفسها. هذا ما ثوكده مبرهنة القيم الوسيطة. 
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القيم الوسيطة 
إذا كانت /دالّة مستمرة ما بين النقطتين ۾ =× و =× فإنها تتخن جميع القيم بين (ه)/ و(ط) 
بتعبير أدق إذا کان ) عدا حقيقيًا يقع بين  /)۵(‏ (6)/؛ نستطیع إيجاد عدد © يقع بين ۵ و ١‏ 


يحقق )=()؟. 


جدور المعادلة 0-()/ 


من أهم التطبيقات لمبرهنة القيم الوسيطة إثبات أن للمعادلة 0-()/ جذرًا يقع بين عددين. 
إذا كانت أردالة مستمرة بين ۾ =× ۶ =× وإذا كان (4)/ و ()/ من إشارتين مختلفتين؛ فإن 
اللمعادلة 0-()م/ جذرًا واحدًا على الأقل يقع بين © و طا. 










بما أن (6)/ و (8)/ من إشارتين مختلفتيز 
مبرهثة القيمة الوسيطة متاك عدد 








الدانّة/دالّة حدودية؛ وهي بالتالي دالة مستمر: =+ 1=×. من ناحية أخرى: 
1- دا -زم)2 + نه درم)ر 
3 1-2-(1+2)1-(1)ر 


بما أن 0(>0)/ و 1(<0)/ من إشارتين مختلفين. فإن للمعادلة 0-()/ جذرًا 
يقع بين ۶0 1ء 


REV‏ * استعمل مبرهنة القيم الوسيطة لتثبت أن للمعادلة 0-(:)/['. حيث 


1- 2+ “.د - (ع)ثر .جذرًا يقع بين 130. 
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التمارين من 1 إلى 6: استعمل الرسم البياني لتجد نهاية الدالّة عندما يسعى ×إلى » من 
اليمين ومن اليسار. جد (×)/ 11ا (إن ؤجدت) ثم ناقش استمرارية الدالّة عند »= ٠»‏ 


© ¬< ال 2-8 0 














صحيح لا يزيد على *. 
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التمارين من 11 إلى 16 جد قيم × حيث الدانّة منقطعة (إن وجدت)» وحذد إن كان الانقطاع 





قابلاً للإلغاء. 
© اعمه-مدومار 8 عليه ار 
© دمر © = 





ف ]دصار 


التمرينين 17 و 18؛ حذد قيمة » أو قيمتي 4 و 5 لكي لا تتضمن الدالة نقاط انقطاع. 


و و 0 0 
i , 2‏ © تمعد معمادمر 
a‏ 


2 ل 3<م‎ x>2 





59 أوضح الفرق بين انقطاع قابل للإلغاء وآخر غير قابل للإلفاء. أعط خلال شرحك» مثالاً على: 
[1] دانّة منقطعة عند 2-* وانقطاعها غير قابل للإلفاء. 


دالّة منقطمة عند 2-. 








وانقطاعها قابل للإلقاء. 
[2] دالّة تحقّق الشرطين السابقَيّن مما. 


صواب أم خطأ؛ 4 التمارين من 20 إلى 23, اذكر إن كانت المقولة صوابًا ف 
بمثال مضاد. 





[60 إذا كان 1=(»)/ صتا و 1=(ء)/ فإن الدالة/مستمرة عند © دما. 


3© إذاكان (2)م-(2)/ عندما «#١‏ (ع)م *ك)/ فإن إحدى الدالتين على الأقل منقطعة 


عند د 





يُمكن لدالّة ثسبية أن يكون لها عدد غير محدود من نقاط الانقطاع. 





-(:)/ مستمرة وليس لها نقاط انقطاع. 





-()/ حيث 4<0: ما مجال الدالة/؟ كيف يمف (0)/ لكي تُصبح الدالّة مستمرة 


عند 0=×. 


© داقة الإشارة هي الدالة 
x<0‏ 1- 
محم s(0=10‏ 
x>0‏ 1 


ارسم بيان الدالة 5 وجد النهايات التالية (إن كانت موجودة): 


لنا s0‏ نم عا ضام م لعا )سنا 


33 استعمل مُبرهنة القيم الوسيطة لكُبيّن أن للدائة 2- »+ *+-"+=()/ صفرًا بين 350. 
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الغايات اللانهائية 
Infinite limits‏ 


الأهداف الغايات اللددهالية 
* يجد الثهايات اللانهائية من يُظهرٌ الرسم المقابا 
اليعين ومن اليسار. اتان هذ 

المحاذيات الممودية 
للدالة ويرسم هذه المماذيان. تتناقص من دون حدود عندما يقترب × أكثر فأكثر من 2 











لجهة اليسار. تعبّر عن هذا الأمر بالقول إن (*) ۴ يسعى 0 
المفردات رمهابطوءو إلى ٠-أعندما‏ يسعى × إلى 2 من اليسار؛ وتكتب ذلك : 
نهاية لا نهائية 6= 1 
infinite Limit‏ 1 


محاز كما أن قيم (»)/ تتزايد من دون حدود عندما یقرب × أكثر 
فأكثر من 2 لجهة اليمين. تعبّر عن هذا الأمر بالقول إن (3)/ 


يسعى إلى »+ عندما يسعى × إلى 2 من اليمين وتكتب ذلك 


ودي 
Vertical Asmptote‏ 





lim f(x)= +e 


يس »إلى 2 من اليمين يسمي إلى 2 من اساد 


x | 15 | 19 | 199 |1999 | 2| 2401| 201 | 21| 25 


f(x) | 6 | 30 |300 |5مممة-|‎ 3000| 300 | 30 | 6 



































كتزايد یمد ال من دون جدود تناق قيمة (1/ من دون جدود 


تقول عن دالّة / إنها تسعى إلى غاية لا نهائية عندما يسعى × إلى قيمة © إذا تزايدت قيمة («) / 
أو تناقصت من دون حدود. 








ارسم بیان كل داثّة. حدّد لكل دالّة عدا © لا ينتمي إلى مجالها. جد. بيانيًاء نهاية (2)/ 
عندما يسعى × إلى © من اليمين ومن اليسار. 

E 2 .‏ ا 
1 2 چو =( e)‏ 
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النهاية هي ددج من كل جهة. 









4 د imply‏ 
ا 


ل - جد نهاية كل دانّة عندما يسعى × إلى 1- من اليمين ومن اليسار. 


لكا ويه E f=‏ رت دهار 


e+‏ وق 








المحاذيات العمودية 






لو كان بإمكانك أن تمد بيان الدالّة لب - ()/ السابق نحو الأعلى من يمين المستقيم 

المنقط الأحمر ونحو الأسفل من يساره. لرأيت أن البيان يقترب أكثر فأكثر من هذا المستقيم دون أن 
يصل إليه. تعبّر عن هذا الأمر بقولك إن هذا المستقيم هو محاذ عمودي لبيان الدالّة أو للدالّة. 
(سوف تدرس لاحمًا نوخا آخر من المحاذيات). 
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به 


تعريف المحاذيات العمودية 

١‏ سعى ()/ إلى م +أو م-تعندما يسمى × إلى © ١‏ فإن المستقيم العمودي »=× محاذ عمودي 
الدالّة أو للدالّة. 

إذا عدت إلى المثال 1 لوجدت أن كلاً من الدوال الأربع هي دالّة نسبية؛ وأن لكل منها محاذيًا عموديًا 
هوالمستقيم 1+ . لاحظ أن العدد 1 يحل المقام إلى 0 بالتعويض ولا يحول البسط إلى 0. 
يُمكنك تعميم هذه الملاحظة عبر المبرهنة التالية. 














المحاذي العمودي 
|إذا کانت رو ۾ دائتين مستمرتين وإذا كان 0 *#()/ و 0-()م 4 حين أن۶0(×)ع بے جوار» =× . 


فإن المستقيم »=× محاذ عمودي للدالّة 





أي أن »=× يجمل المقام فقط يساوي 0 . 


مقال [ إيجاد المحاذيات العمودية 


جد جميع المحاذيات العمودية لكل دالّة. 














f= 3‏ 2 لتك دصار 3 = 0 
الحل 
1 تتخذ مقام الدالة سلج -()/ القيمة 0 عند 

1-= ۲ به حين أن البسط لا يساوي 0 عند هذه 

النقطة. بالاستناد إلى مبرهنة المحاذي العمودي. 





يشكل المستقيم 1--* محاذيًا عموديًا للدالة. 


2. يُمكنك إعادة كتابة الدانّة باستعمال التحليل 
على الصورة لای را 
توضح كتابة الدالّة على هذه الصورة أن 1 و 1- 
يحولان المقام إلى 0 بالتعويض. من ناحية 
أخرى. فإن أيا من هذين العددين لا يحؤل 
البسط إلى 0. ينتج من ذلك. وبالا 
مبرهنة المحاذي العمودي» أن كلا من 
المستقيمين 1- و 1-= × محاذ عمودي 

ذلك الرسم البياني المقابل. 








د إلى 
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3. يُمكنك إعادة كتابة الدانّة على الصورة 

:د)/ . يتحول المقام إلى 0 عندما يتخذ × 
القيم التي تحول :اذه إلى 0. إثها مضاعقات م'. 

ة أخرىء لا تحل هذه القيم البسط 

إلى 0. ينتج من ذلك» وبالاستناد إلى مبرهنة 2١‏ * 
المحاذي العمودي؛ أن المستقيمات 6م = 
62" جميمها محاذيات عمودية لهذه الدانّة, 
كما يُبيّن ذلك الرسم البياني المقابل. 















عمدت .د لي سے 





إن شرط أن يكون ۶0(ء) / بك مبرهنة المحاذي العمودي شرط أساسي لكي يكون المستقيم 
=× محاذيًا عموديًا للدانّة. (انظر المثال 3). 


E‏ جد جميع المحاذيات العمودية لكل دالة. 











لها وقج- مار = )ر ها =2( 
| | دانّة تسبية لبسطها ومقامها عامل مشترك 
جد جميع المحاذيات العمودية للدالّة: ا 









0 II 
عد =( شر‎ 





الحل 


ابدأ بكتابة الدالة على أبسط صورة. 


آصوا زه 
)2+ 


هناك عددان 2 و2 : يُحولان المقام إلى صفر 


ومع اقلم 
لمم اكه 


بالتعويض. من الواضح أن 2-=× محاذ عمودي 
للدالّة. لأنه يُحول المقام إلى 0 بالتعويض. ولا يحول 
البسط إلى 0. 








أما 5-2 محل البسط وا مقام إلى 0 بالتعويض. إن بيان الدالة/ يتطابق مع بيان الدالة 





2 =(»)۽ عندما يكون 2 *. تكشف لك هذه الملا أن ()/ لا تسعى إلى 
+٥‏ ولا إلى + عندما يسعى × إلى 2. وبالتالي فإن المستقيم 2=× ليس محاذيًا 
عموديًا للدالّة. 








3 المحاذيات العمودية للدانّة ل 
جد جميع المحاذيات العمودية للدالّة .3 


f()= 
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ب التمارين من 1 إلى 4 جد نهاية (») ل عندما يسعى :إلى 2- من اليمين ومن اليسار. 


٣ © 





(x)= nl) 


ر 
لكايه 
أ 


| 


التمارين من 5 إلى 13؛ جد المحاذيات العمودية للدالّة 4 حال وجودها. 


له 














© کد واج - سماد 


/ (e 8 کر‎ © 





2 الفصل 2 التهايات(الغايات) 
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اشرح؛ بأسلوبك؛ معنى النهاية اللانها 
اشرح المحاذي العمودي بأسلويك. 


.هل م عدد 






7 اكتب دالّة نسبية لها محاذ عمودي عند .6= × وآخر عند 2-=× ولها صقر عند 2-3 . 
9 هل لكل دانّة نسبية محا عمودي؟ أوضح جوابك. 


©6 متوسط السرعة تبلغ المسافة بين مدينتين 4 . قطع سائق المسافة ذهابًا وإيابًا وكان معدل 
اسرعته ‏ رحلة الذهاب والإياب 8/اء! 50 . كانت سرعته ك الذهاب دال  :‏ وي الإياب ر 








km/h 
تحقّق من أن العلاقة بين × و تُكتب على الشكل التالي: 5ه =« . ما مجال الدالّة المعرّفة‎ ][ 
ر=(م)۶؟‎ + 
أكمل الجدول‎ ]2 
x 30 40 50 60 




















هل تختلف قيم « عن تلك التي توقعتها؟ أوضح جوابك. 





جد نهاية ل عندما يسعى × إلى 25 من اليمين وفتر ا 





صواب أم خطاً؛ بي التمارين من 19 إلى 22 اذكر إن كائت المقولة صوابًا فبزرة أو خطأ فأثبته 
بمثال مضاد. 
3 إذا كانت ()مدائة حدودية. فإن للد ال = (») ر محاذيًا عموديًا عند 2-1 


إذا كانت ردالّة نسبية فإن لها محاذيًا عموديًا واحدًا على الأقل. 





[@ لا محاذيات عمودية لدالّة حدودية. 





إذا كان للدالّة /محاذ عمودي عند 





* فلا تكون معرّفة عند هذه النقطة. 


© جد دالتين/ و حيث + =() اؤ += (۸) م سنا چ حين أن 0[كه)م- زا ]صلا 
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التمرينين 1 و 2 حدّد إن كان حل المسألة يتطلب استعمال حساب التفاضل والتكامل أم أن 
بالإمكان حلها باستعمال أدوات الجبر فقط. إن كان الحل ممكنا بأدوات الجبر؛ فجد الحل. 
3 جد طول القطعة المستقيمة بين النقطتين (1,1) و (9 ,3) على بيان الدالّة 4-3-(*)/. 


© جد طول القوس المحدّد بالنقطتين (1,1) و (3,9) على بيان الدالّة 








التمرينين 433؛ استعمل الرسم البياتي لتجد النهايات المطلوبة. 





im/() ع‎ im/() O 


a r 





ل التمارين من 5 إلى 15 جد النهاية المطلوبة: إن كان ذلك ممكئا. 


© تهنا @ کہ 


4 








iim E 





o 2 © 











lig ats کچ ر‎ 





(sin(a+b)= sinacosb+cosasinb (تذكّر أن‎ im, 


اھت سن )تنگ‌ر أن ضsinasin-b)=cosacosb+c0s(a(‏ 








به التمرينين 16 و 17 جد النهاية المطلوبة علمًا بأن -=() / نا و = اع سنا . 


© (مءماراسنا (مام2+ص) راصنا 


4 القصل 2 التهايات(الغايات) 
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التمارين من 18 إلى 23 جد النهاية المطلوبة أو علّلْ عدم وجودها. 








3 نهاية الداتة تاد (»)/ عندما يسمى × إلى 3 من اليمين. 


6 [1-«]بسنا حيث [1-×] هو أكبر عدد صحيح يقل عن 6-1 أو يساويه. 


x<‏ #(2-م) 
> 


2 
8 ساليطاحيث ری ر 


=| 


نهاية انداتة 227 = عندما يسمى* إلى 1 من اليمين. 


© 0)/سناحيث 


+1 x<1 
(= 


1 
x1‏ )1+( 
x52‏ امه ما 
*)/ ل حيث (x)=‏ 
a‏ ودی ll‏ 4 
التمارين من 24 إلى 32 اذكر إن كان للدالّة نقاط انقطاع. إذا كان لها نقاط انقطاع؛ فجدها. 


[3+]-()/ر حيث [3++] هو أكبر عدد صحيح يقل عن 3+ أو يُساويه. 


f(0= 5 در‎ © 


5 82 
2-1 »>2 


© حم دمر 


I= 











+3 «<2 


جد قيمة © بحيث لا يكون للدالة و 22 =e‏ تقاط انقطاع. 


1<x<3‏ اعم 


[[€ جد قيمة > وقيمة أ بحيث لا يكون للدالّة 
جد مء رقمل یسید لايك ا ررر يا 


]هار نقاط انقطاع. 


7 استعمل مبرهنة القيم الوسيطة لتثبت أن للدانة2-1-*+2 -()/ جذرًا يقع بين 1 و 2. 


ل التمارين من 36 إلى 39: حذد المحاذيات العمودية ب4 حال وجودها. 


كبردوهار عكار جيل =0 علج ماد 


دو 


استعمل الدالّة عقف - (د)ر حيث 0× . 


[] جد (٭) يفا چ حال وجودها. 
[ج] هل يُمكنك إعادة تعريف هذه الدالة عند 0-. بحيث تصبح مستمرة عند هذه النقطة؟ 
اشح جوابك. 
مزلم ةفصل 75 


له 
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2x x1 
.4 أ-(+)/ لحل التمارين من 1 إلى‎ ١ استعمل الدالة ررر‎ 
2 
مامي 09/ص‎ 8 
غير موجودة‎ r 4 وذ‎ 


2 5 
ماهي سا 


$0 ها 3 ع 1 هع 0 غير نوجودة 
€ اهي 3/7 
58 8 عا 1 8 :5 [ت] غير موجودة 
© اهي 70 
O‏ 3 3 8 1 هم 06 غير ذلك 
im,‏ 8 





9 امي ع 


0 1 لعا 1 لعا 2 لعا cos2.‏ غير موجودة 
8 امي کنو 
152 8 1 8 3 عا ذه غير موجودة 


3 على أي فترة يكون للدالّة (=k‏ نقطة أو نقاط انقطاع؟ 


8 ]دو 





إصب.م 2 pa © FA‏ ]صب يا] 
3 أي من النقاط التالية ليست نقطة انقطاع للدالّة 1-ع«ل+-()/ ؟ 


x= إم‎ x=} «=0 u 





6 الفصل 2 النهايات(الغايات) 
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0<«<1 »2 
10 مما يلي لا يصح ب4 الدالّة ‏ 1-بم f=‏ 
-x+3 1<x<2‏ 


(1)/ غيرمىزفة ‏ وا ()/ يجنا موجودة 8 ()/ ل موجودة 


2 (2)/واظا موجودة لتر هاسنا 

لدع أي من النقاط التالية نقطة انقطاع غير قابلة للإلفاء. للدالة 
“)لدجم ءالا عاد 
x(x -1)(x-2)(x+1)*(x- 3)"‏ 





f= 


x2 اعم‎ x= x= 0 





0<x<4 
آي مما يلي لاايصع بي الداقة ي.‎ 8 





x=4 
x 


] ()ر يهنا موجودة (4)/' موجودة ‏ [2] ()/ ينانا موجودة 





لها ()/ نل موجودة (3)/ مستمرة عند 4=" 

[© أي مما يلي معادلة مماس الدالة *-9-(<)/ عند 5-2 
O‏ مدر و 13+4x-=ر‏ 9 3-م4ه- در 
ه] ق-عودر [ه 3اجعفدر 


((ه الدوال أدناه مُمرّفة أيّا تكن قيمة × باستثناء 0-م'. أي من هذه الدوال يُمكن تعريفها عند 0= 
لكي تُصبح مستمرة عند 0= × 8 


= لممفعومر جا لمحم دما ها‎ O 
I= ها‎ f= كا‎ 


اددع 8= 
آي من قيم » أدناه تجعل الداثة/ مستمرة على ]+ ,مه [ 8 


x +a x<-1 
(0= 1 





a=9 8 سدم‎ a=-1 O 


a=-10 3‏ إا لا قيمة له تحقّق ذلك 


تحضيرللاختبار 77 
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33 اربط كل عبارة 4 الممود الأيمن بتفسيرها ب العمود الأيسر. 
1 ميل المستقيم [1] مستقيم عمودي تقترب منه النقطة ((<)/,:) على بيان الدالّة ۶ 
2 دالة مستمرة عندما تقترب قيمة × من . 
3 انقطاع قابل للإلفاء تا نسبة التقدم الممودي للمستقيم إلى التقدّم الأفنقي. 
4 محاذ عمودي ج] عدد 1 يقترب منه (<)/ عندما يقترب × من ©. 
كماد وار ولا [2] داثة يُمكن رسم بيانها على ورقة بواسطة قلم دون الحاجة إلى رضمه. 
[] دالّة لا يتضمّن بيانها انقطاهًا. 
[ف] هو نقطة انقطاع للدالّة يُمكن إلغاؤه بإعادة تعريف الدالّة 
VW‏ 
التمارين من 2 إلى 7: استعمل الدالّة / العائدة إلى البيان المقابل. 
اذكر إن كاثت النهاية موجودة أم لا. 
© مرسنر © متسر © مسر 
© مهد © o‏ © مس 
1-8 


4 التمارين من 8 إلى 11 استعمل الداثّة / العائدة إلى ١‏ 
اذكر إن كانت هذه الدالّة مستمرة عند النقطة أم لا. 


x= © 


التمارين من 12 إلى 14 جد النهاية. 
rl /1- 2‏ 
rz ©‏ © سيم 


التمرينين 15 وَ 16: جد ميل المستقيم المار 4 النقطتين. 

2.2 © 23:2. © 

4 التمرينين 517 15: جد معادلة المستقيم ذي الميل امُعيّن والمار 4 النقطة المعيّنة. 
© :2.5 


م 








الأهداف 
* يجد ميل مماس بيان الدالّة 





المفردات (7قاداطهءهلا 


نسبة الفرقين 011/٠"‏ 


quotient 
Secant قاطم‎ 
Tangent مماس‎ 
Slope ميق‎ 


اشتقاقية أو قابلة للاشتقاق 
Differentiable‏ 


Dorivative مشتقة‎ 


0 الفصل 3 المشتقة 


مسألة المماس 

تطور حساب التفاضل والتكامل عبر دراسة 
أربع مسائل رئيسية اهتم بها علماء الرياضيات 
الأوروبيون خلال القرن السابع عشر. هي 







الاشتقاق ومسألة المماس 


Derivative and the Tangent 
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Problem 


اسحاق نيوتن 1727-1642 
1 مسانة الغاس بالإشافة إلى اشتناله جا تطوير حساب التفاشل 
2. مسألة السرعة والتسارع. والتكامل. قدم اسحاق نيوقن (1642- 01727 
الت الي مساهمات ثورية ب الفيزياء يما فيها قائون 
3. مسألة القيم الكبرى والقيم الصفرى. لعجا ماري AEE‏ 9 
4. مسألة المساحة. 


تتضمّن كل مسألة من هذه المسائل 
مفهوم النهاية. ويُمكن الدخول إلى 
حساب التفاضل والتكامل عبر أي منها. 








تفسه المشتعيمات 5- 
يبدو أنه معاس لبيان الدالّة عند النقطة (5- ,0) أوضح وجهة نظرك. 





عند ثقطة ظر من بيآثهاء يُمكنك حساب 
المماس باستعمال مستقيم يمر 4 نقطة التماس م ونقطة أخرى ‏ /8*(ا-لي»! 
على بیان الدانّة. كما 


تمييز المماس: 


هذه المسألة تعود 


أن ناقشنا مسألة المماس 4 الفصل السابق؛ وتوصّلنا إلى 





ارسم بيان الدالة 3-5 + +4 - ”2:4 -() ثر. ارسم ب4 المستوي الإحداثي 
ۇ5-×2=ر ق5-+3 - نز . أي من هذه المستقيمات: إن وجد. 





إلى إيجاد ميل المماس. لإيجاد مماس دالة / 


لیل هذا يوه / 










4 
Py, 





ن ذلك الرسم المقابل. يُسمى مثل هذا 








المستقيم قاطمًا إذا كانت (( ۶)۸ , :))7 نقطة 

التماس و (( ر×)/ , .::))0 النقطة الأخرى على البيان. فإن 

ميل المستقيم الذي يمر بهاتين النشطتين هو القاطع امار النتطتين م 3ق © 
قا لي يي« حيث ( ۸( = و يد- تدعق 


ل 
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سم النسبة 4 نسبة الفرقين. يعبر د عن التغيّر بذ قيمة × بينما عبر( عن التفير ب قيمة لا 
الناتج عن تفيّر قيمة *. بوسعك استعمال هذه النسبة للحصول على قيمة تقريبية ليل الممأس. 
دقة هذه القيمة ال كلما قرّبت النقطة 0 من النقطة م . 











تعريف ميل الدالّة عند ×=٤‏ 


إذا كانت/دالّة والنهاية التالية موجودة 
0-0 يون - ال 
Ba gg‏ 
فإن مماس بيان الدالّة عند (()/,)7 هوالمستقيم الذي ميله « ويمر يام . 
يُسمى ميل المماس لبيان الدانّة عند النقطة ((ء)/,١)۲‏ ميل الدالّة عند »=× . 


مقال ¥ ميلدائةه خطية 
جد ميل الدالّة الخطية 3-<2-(2)/ عند 2-+. 
. يُمكنك استعمال 











قلا 





-فبمار 
ل 


إذن: ميل الدالّة 2-3-(2)/ عند 2=× هو2-. 


3 جد ميل الدالة الخطية 5-+3--(+)/ عند‎ .1 E 


بما أن بيان الداّة الخطية مستقيم» فإن ميل الدالّة الخطية عند أي نقطة من نقاط 
بيانها هو نفسه. إلا أن هذا الأمر مختلف عندما لا تكون الدالّة خطية. 
مقال [01] ميل دانة غيرخطية 


جد ميل الدالّة التربيعيّة 1+ *+-(+)/ عند =× 





شم عند 0=× وعند 1- 


ît 


إذا كانت ((ء)/.ء) نقطة على بيان الدالّة / ٠‏ فإن ميل 
المماس عند هذه النقطة هو: 


اسای عد ۵ ساس و 


ميل [عند ع =× هو 26 -: 





1-3 الااشتقاق ومسألة المماس ٠‏ 81 
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وهكذاء فإن ميل الدالّة /' عند »= هو 7-26 أيّا تكن النقطة (()/ ,©) على بيان الدالة. 
ينتج من ذلك أن الميل عند 0=× هو 2)0(=0=« ؛ وعند 1-=× هو 2-=(1-)2=. 





EV‏ ° جد ميل الدالّة التربيعية 3-*+2--(+)/ عند 1= + و 1-دعم. 


لا يشمل التعريف السابق لميل الدالّة عند نقطة من بيانها إمكان 
يكون المماس؛ عند هذه النقطة؛ عموديًا. يُمكنك ‏ هذه الحالة أن 
تعتمد التعريف التالي: إذا كانت الدانّة مستمرة عند =× وكانت 
fle+a0-f(e) _‏ 
مح 1 








أو 

0-0 مد يي 
فإن المستقيم العمودي »=× مماس عمودي للدانّة عند النقطة 3 2 
(©)/ ,ع) ٠‏ ويكون ميل الدالّة عند هذه النقطة غير مُعرّف. 
يُبيّن الشكل المقابل دانّة لها مماس عمودي عند 1-- . 























1 تعريف الاشتقاق 
يقال عن دانّة / أنها تقبل الاشتقاق عند =٠.‏ إذا كان ميلها مُعرَفًا عند هذه النقطة. 
يُمكننا الآن تعريف مشتقة الدالّة. 
إذا كانت / دالّة تقبل الاشتقاق عند كل نقطة ب مجالها. فإنك تستطيع أن تُقرن كل قيمةء بذ 
مجال الدانّة بميلها عند» =×. تُكتب هذه الدالّة ۶٠‏ وتُسمى مشتقة الدالّة /ر. 

و = 
السلتفتتك رز = 

يستعمل العاملون بك حقل الرياضات كتابات متمدّدة للدلالة على قيمة المشتقّة “كر . هذه الكتابات 








هي f)‏ كيك DN)‏ 
EEE 5‏ 
مقال [3] إيجاد مشتقة دائّة باستعمال التعريف | 


جد مشتقة الداقة 2-(2)/ . 


00000 


2 2 
HEE UA‏ 
و = ی ن 











(xrax) f(x) 
20 - ig E 


امب فا ee‏ هنا - 


و11 .جد مشتعة الدائة ' “دمر 


القصل 3 المشتقة 


الاستمرارية وقابلية الاشتقاق 

رأينا أن ميل الدائّة عند 6-6 هونهاية ميل القاطع الذي يمر ب النقطة ((ء)/,٠)۲‏ 

ونقطة قريبة منها ((2)3.7)3 عندما تسمى © إلى م . يسمح لنا ذلك بأن نكتب 
ب 
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إذا لم تكن الدانّة / مستمرة عند النقطة ((©)/ 
فهي لا تقبل الاشتقاق عند هذه النقطة. 

يُبيّن الشكل المقابل بيان الدانّة[*] -()/ التي تقرن 
× بأكبر عدد صحيح لا يزيد عليه. 
من الواضح أن هذه الدانة منقطمة عند 0= . وهي 
لا تقيل الاشتقاق عند هذه النقطة لأن 





كل عدد 












f-fim 
ا“ چ‎ 


lim OZ = lim 


x0‏ قم 





ا 1 لاتقيل الدالة []- ال الاشتقاق 
ووز غير موجودة. عند النقطة ((0./)0) لأنها 
منقطمة عند هذه النقطة. 








حتمًا مستمرة عند هذه النقطة. 


هل ممكوس المبرهنة أغلاه صحيح؟ أي هل يفرض استمرار دانّة عند تقطة من بيانها أن تكون قابلة 
للاشتقاق عند هذه النقطة؟ الجواب هو لا كما يَُيّن ذلك مثال دالّة المطلق ل«|-(2)/ + 











© 1 
_ )1-0 
> م2 ور 
© وين غير موجودة: 





وبالتالي لا ميل للدالّة عند 





جد ذ التمارين من 1 إلى 3 ميل الدانّة عند النقطة المحددة. 
© 3-2 2م كات © 4- دصر © ° 
ي التمارين من 4 إلى 11 جد مشتقة الدالّة باستعمال النهايات. 

E =3 ©‏ تددم © سدور 
© دمر دم © دمر © :=0 
التمارين من 12 إلى 15 جد معادلة مماس الدالّة عند النقطة المحددة. 

© + دمر :25 أددومر: 28 

2 دمصي )6.2 © += 45 





)0,0( f(D= 








1-3 الااشتقاق ومسألة الما 83 











GRADE12-CHAPTER 3 2013-final 2/12/15 


PM rage 9 4 


التمرينين 16 و 17 جد معادلة مماس الدالّة الموازي للمستقيم المحدد بمعادلته. 
© 2+ دمر ؛ 3-y+1=0‏ © + 





x+2y-6=0 + f= 
ل التمارين من 18 إلى 21 . رسمت بيانات 4 دوال وبيانات مشتقاتها. حدد بيان المشتقة العائد‎ 
إلى كل دالة.‎ 


1 1 ا 




















6 يمر مماس الدالّة ۾ عند النقطة (5,2) ب النقطة (9,0). جد (5)م و (5)/مأ. 


يمر مماس الدانّة # عند النقطة (1,4-) ب النقطة (3,6) . جد (1-)۸ و .۸٣)-1(‏ 








أي التمرينين 24 و 25. ارسم بيان مشتقة الدالّة: واشرح كيف توصّلت إلى رسمه. 
° 7 











لَه ارسم دالّة بحيث تكون جميع قيم مشتقّتها غير موجبة. 


ب التمرينين 27 و 28: تُمِثّل النهاية المكتوبة (ء)/. جد (») ل 6. 
[s-x+a]-2‏ 


36+" عه +6)- 
وير هم “تعيب 





ا التمرينين 29 و 30 جد الدالّة ‏ التي تحفّق الشروط المحددة. ثم ارسم بيانها. 

© 02-2 
4-(7)0 + 0=( + 0>()”/ حيث 0>×+ 0<()”رحيث 0<×. 
جد ممادلتي مماسّي الدالّة به الشكل المقابل. 





=0 حیٹ > > مما 





4 الفصل 3 المشتقة 











0 





© افترض أن 3=( )'. جد (ه-”//: 
] إذا كانت الدالة ۶ فردية. 





اذا كانت الدالّة ۶ زوجي 











الرسم المقابل بيان المشثقة “م لدالة م . 
لكا جد (0)م. 
جا جد (3)'م . 


[ج] ماذا تستنتج حول بيان الدالّة م إذا عرفت أن 
د 
4--()'وة 

[2] ماذا تستنتج حول بيان الدانّة ۾ إذا عرفت أن 
9g (-4)=3‏ 





إقع هل (8)4-(8)6 موجب أم سالب؟ وضّح ذلك. 


هل يمكنك إيجاد (2)؟ وصح ذلك. 








التمارين من 34 إلى 36 حدد قيم × حيث الدالّة تقبل الاشتقاق. 





التمارين من 37 إلى 40 اذكر إن كانت المقولة صوابًا فعلله أو خطأ فأثبته بمثال مضاد . 





ميل مماس دائة / قابلة للاشتقاق عند النقطة((2,/)2) مو (1-112كش 22ل ونر 


الع إذا كانت دالّة مستمرة عند نقطة: فإنها تقبل الاشتقاق عند هذه النقطة. 





إذا كانت دالّة تقبل الاشتقاق عند نقطة. فإنها مستمرة عند هذه النقطة. 


1 ا م 
x sink x0 sin x#0‏ 1 
كه ر و .)١( = "٣‏ بين أن مستمرة ولا تقبل الاشتقاق عند 
e~)‏ <109 و <00 تن أن/مستمرة ولا ت 


0= ب حين أن # تقبل الاشتقاق عند هذه النقطة. جد (0) م 
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قواعد الاشتقاق 


Differentiation Rules 


الأهداف مشتقات الدوال الأساسية 
* يعرف مشتقات الدوال 
الأساسية ويستعملها. 


تعلّمت ‏ الدرس السابق ما هي المشتقّة واستعملت النهايات لإيجاد مشتقّات بعض الدوال البسيطة. 
لكن هذه الطريقة غير عمليّة بخصوص أكثرية الدوال. لذا لجأ العاملون ب حقل الرياضيات إلى 
استخراج قواعد لإيجاد ١‏ تستند هذه الطريقة إلى كون أكثرية الدوال تنتج من الدوال 
الأساسية بالجمع والطرح والضرب والقسمة والتركيب. وبناء على ذلك فإن معرفة مشتقات الدوال 
الأساسية والقواعد التي تحكم الاشتقاق تساعد على إيجاد مشتقات أكثرية الدوال. 

يلخص الجدول أدناه 








ات الدوال الأساسية. 





ات للدوال الأساسية 
الداقة المشتقة 
٠ 7)(-‏ حيث © عدد حقيقي لوسر 
f()=x‏ 1=( 


=( , حيث € 





f0 x0 4 


fOO=Nx 
fx)=cosx 


f(=sinz 


عممد مام 














mH EES‏ استعمال المشتقات الأساسية 
أكمل الجدول 
الداتة المشتقة 


f= 


Ir 
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6 


الحل 


الدالة 
fe‏ 


fs 





پا 





1 اکا ادد 


الداثة 





f= 





Em 











قواعد الاشتقاق 





إذا كانت الدالّة / تقبل الاشتقاق و م عددًا 





ا إن الدالة ي تقبل الاشتقاق و: 


م".-[صان] 







ن تقبلان الاشتقاق هو دانّة تقبل الاشتقاق ؤ: 
O =/ (0-0 [f+ g0] =f (+ ge)‏ -0/] 


بوسمنا الآن أن نجد صيقة عامة شتمٌة دانّة حدودية. يُشكّل إثبات المبرهنة التالية مثالاً على كيفية 
استعمال المشتقّات الأساسية وقواعد الاشتقاق لإيجاد دالة. 





شتقة الدالة الحدودية 







إذا كانت 
x +a 0‏ 





f= 





f (=a, x" +(n=1a, ,*" * +..+ 2a, +a, 
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البرهان 


قامدة الجن 





قاعدة الضرب ب ثابت 


=a, (n "+a, (r-^ )+..+a, (+0‏ المشتقات الأساسية 


x" +(n-1)a, "+... 2a, +a,‏ مد تبسيط 


مقال [8 استعمال الأقواس بط الاشتقاق 
أكمل الجدول: 


الداقة الأصليّة | الكتابة المعدلة المشتقة المشتقة مبسطة 








مر 
الحل 
الدائة الأصليّة | الكتابة المعدلة المشتقة المشتقٌة مبسطة 
7 
کل 
كلوسر 
عدار 
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7ت د تعد ار 


الدالّة الأصليّة أ الكتابة المعدلة 





17 





0 











أكمل الجدول: 


الدالة 
كسك دور 


f(a) 





ens x‏ +ع - زعا/ 


الدالة 


f(s" -4x+S 





ع لموجية-دهار 


1 


sins fO)=x+eoss 


نيال اک ر 


الدالة 





کرو 





f= 
E 


Flap} sin x 








متنك لكا 
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المشتقة مبشطة 





استعمال قواعدالاشتقاق والمشتقّات الأساسية 


E 


لسعم f0=(‏ 
fn‏ 
و + 2د 


r4 





لدعم جما f=‏ 


المشتقة 
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قواعد الاشتقاق 





قاعدة ناتج الضرب 
ناتج ضرب دالّتين تقبلان الاشتقاق هو دالّة تقبل الاشتقاق و 
و رضم +0( [fg] = FO‏ 





قاعدة ناتج القسمة 
إذا كانت / و ۾ دالتين تقبلان الاشتفاق. فإن الدالة 4 تقبل الاشتقاق حيثx(*0)۾‏ + 


j فوفلم ضام‎ 
ls [s0] 


كان 4 استعمال قواعد الاشتقاق والمشتقات الأساسية 
جد مشتقة الدالّة. 
لكا f()= 3 sinx‏ 
الحزر 
[sina] sins] mM‏ 











f00=[3r sin] 


=3 cosx+(sinx)(6*)= 34 cosx+6xsinx 





ج سورت چچ ر 





+54 _27)20-+ 11055+ عا 
(4D +‏ 


لها جوم مهد رار 











مقال [8 استعمال قواعد الاشتقاق والمشتقّات الأساسية 


برهن قاعدة مشتقة الدائّة_عمها- ()/'. 








1 
[عهم]- جاتر‎ = [E] = LET 


RE (osx) 





_ GoszYeosx)-Gin xsi) _ cos ممتي‎ x د‎ _ 1 


(osx cos cox 


کو ک جد مشتقة اند f=‏ 
0 النصل 3 المشتقة 


سه 
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قاعدة الدالة المركبة 


اق وكانت (*)م =» دانّة بدلالة × تقبل الاشتقاق؛ فإن 





إذا كانت / دانّة بدلالة ٠»‏ تقبل الا: 
الدالّة ((2)م)/ -2 تقبل الا: 


(re) لسرت‎ 





البرهان 


EE)‏ ون 


ma 


(rete) =p EEE 





حيث ×= × 3+ بد يد 


I(stes)-f(s(s)) s(x el) 
gar a 











- بماأن الدالة © مستمرة فين( )م 
. يسعى إلى 8)5 عندمايسعى ,* 





spe)‏ يون الهاه)/ نومار د 
6 ا 2 رصي = 
(e(*))s'(*)‏ = 
1 : 4 
28 قد تواجهك صعوبات ب تحديد الدوالَ التي تترّكب منها الداثة المركُبة. يوضع المثال التالي بعض الأمثلة. 7 


مقال [00] استعمال قواعد الاشتقاق والمشتقّات الأساسية 








أكمل الجدول + 
1 
لجع مول در 
الحل 
(0)م)ر-د O) g(x)‏ 
در امسن 4 
2 
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7 ت 


((عام )رحد لعافت (ما/حد 
1 

















لحساب مشتقة الدالة | 
طبّق قاعدة مشتقة الدالة اركب لتحصل على “ *((د)») ))1 =(4) رم )نر . 


ُكتب على الصورة "((:)ه)-(:)/ . لاحظ */ -(4)/ حيث » دالة بدلالة × 





مقال [ مشتقة اندائة امركبة 
جد مشتقة الداقة '(1+ثم) در . 
الحل 
استنادًا إلى المثال أعلاه يُمكنك أن تكتب هذه الدالّة بالتركيب كما يلي: 
y= u=x? +1‏ 


ينتج من ذلك: 


(= (u (= (31 X2x)=3(* +1 (2*)= تبره‎ +1) 


7 ”" 7 جد مشتقة الدالة حل -(8)/ ٠‏ 





ي التمارين من 1 إلى 11. جد مشتقة الدالّة. 
© 8= © “دمر 


© دمر عل - مار 





+3x-6 © f(0=3x-1‏ مم دوور 


f(0)=Fsin0-cos0 © f)=2 عرق قر‎ 
oa 





92 الفصل 3 المشتقة 


























التمارين من 12 إلى 15 : أكمل الجدول. 


86 





الداقة الأصلية 








الكتابة المعدالة المشتقة 








© تاعمج دمر 


© لثم دمر 


ةرور 


© << دمر 


© عنم دمر 


التمارين من 26 إلى 29 ؛ أكمل الجدول. 


86 
6 





(0م) ردم 


“رسيم در 





(م| ددر 


وو 
دوم در 





مح 





4 التمارين من 30 إلى 50: جد مشتقّة الدالّة. 





© -1دمر 


f= 1x 
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RET 








© دمر 
دمر 











=f) 
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GRADE12-CHAPTER 3 2013-final 2/12/15 2:09 PM Page 19 4 





متمادومار ED‏ «ماددومر ملم إمدمر 
ر © للمدمر x‏ توم + 2أدها- تال 
=e 45‏ ( )ھر 


“ماد ور 


(sinx+eosx)‏ “و 





.4 التمرينين 5251 ؛ جد معادلة مماس الدالّة عند النقطة المحددة. 





0) + f()=x* ثم‎ 





«2) + f 7 a 
ك التمارين من 53 إلى 55 ؛ حدد النقاط (إن وجدت) التي يكون عندها مماس بيان الدالّة أفقيًا.‎ 
n= © f) =x" 8 +2 


0x527 حيث‎ (=+ © 





التمرينين 56 و 57: جد قيمة # بحيث يكون المستقيم مماسًا للدالّة. 
عا ثددرم)ر ؛ y=4-9‏ 


63 =( دبمة 

















التمرينين 58 و 59 جد العلاقة التي تربط بين مشتقة f‏ ومشتقة ۾. 
© +ماردمم © 5= 


التمرينين 60 و 61. يُظهر الرسم بيان دالّة ۶ وبيان مشتقّتها 4 المستوي الإحداثي نفسه. 
بیان / وبيان ”/ ؛ واكتب أمام كل بیان اسمه. اشرح كيف توصّلت إلى تحديد بيان الدالّة 














اة التمرينين 62 و 63: استعمل المعطيات لكي تجد قيمة (2)'/ . 
0-3م و 2= 2ع 1--هم و 4عتتاكة 
fo0=2g + ©‏ © ممع دمر 











4 الفصل 3 السثتقة 
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جه 


التمارين من 64 إلى 69) اذكر إن كانت المقولة صوابًا فعللهء أو خطأء فأثبته بمثال مضاد. 
إذا9 =0 فإن جاع -ه)ر . 


إذا كان +(0)م -()1 فإن )"ع =(۸)/ . 





© إذا كان ۸=ر فإن 2 
إذا كان چ 


َه إذا كان 3/00 - مع فان وم"رة- م ع: 











© لديك دانّة حدودية 4 ++ + جه -(2)/ . حدّد الشروط التي يجب أن 
83 ۇۇ 4 لكيه 
0 لا يكون للدالّة مماس أ 
يكون للدالّة ممامن 









2] يكون للدالّة مماسّان 


أعط مثالاً على هذه الدالّة بج كل حالة. 


اعد الانشتقاق ‏ 95 


3 
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ت 
اختبار جزئي 
لبه 


إيجاد المشتقة باستعمال التعريف 


33 استعمل النهايات لإيجاد مشتفّة كل دالة. 
f(0=2Nx-1 O‏ + فد وار 


7 8 قواعد الاشتقاق 


© جد مشتمّة كل دالة. 


102-42-1 وا 2ت =( ر 
E]‏ ( لما دور /(0)=sin(7°6)+c0s(78*) E]‏ 


عة- دور 
[1] جد معادلة مماسنٌ 
[عا جد نقاط بيان الدانّة حيث المماس أفقي. 


الدالّة عند نقطة الأصل. 








2] إذا كانت (5)م دانّة تحقق 1(=0)۾ و 1--(1)'؟ ؛ جد قيمة (1)// حيث 8ه .۸=f‏ 


به [315 الاستمرارية 


0 
إن 1< 1+ 

€8 بين أن الدالة 
xl‏ 1 


7ب 8 الدائة ومشتقتها 
يمثل الرسمان أدناه بيان دالّة / وبيان مشتمّتها “/ر. 








مر مستمرة ولا تقبل الاشتقاق عند 1=× . 





[1] أي من الرسمين بيان/ ؟ وأي منهما بيان / ؟ برّر جوابك. 


©] جد معادلة مما f‏ عند 0=×. 





6 الفصل 3 المشتقة 
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الاشتقاق الضمني والمشتقات العُليا 


Implicit Differentiation and Higher-order Derivative 


تمرّفت الدوال منذ الصف الماشر؛ ولاحظت أن تعريف الدانّة يتم عادة بصورة معلنة عن طره 
كتابة المتغيّر التابع رأبدلالة المتفير الحر × مثل: 5- +3 =ر. غير أن بعض الدوال تتحدد بصورة 
ضمنية بعلاقة يحققها المتغيّران مثل 2-1 . فإذا طلب إليك. ‏ هذا المثال. أن تجد مشتقّة ر كدالة 
بدلالة × فسوف تبدأ بكتابة المقدار ر بدلالة  *‏ ثم تطيّق قواعد الاشتقاق. 








> 





a 
بز حالة عدم الت‎ 


حساب نهاية. غير أن كتابة المقدار بز يدلالة + ليس سهلاً دا 





ا. مثال على ذلك العلاقة 'ر+با 








* يستعمل مبرهنة لوييتال بي مثل هذه الحالات تلجأ إلى الاشتقاق الضمني لتجد "لا . 
TE‏ يه مثل جا إلى اق الضمني لتجد "ا 
عدم تمیین لكي تفهم الاشتقاق الضمنيء تذكّر أن الاشتقاق يتم بالنسبة إلى المتفيّر x‏ 


لتجد ”ر قم بما يلي: 

* جد مشتقة كل طرف بالنسبة إلى المتفير د. 
تتضمّن "زا ل طرف والحدود الأخرى بك الطرف الآخر. 
* حل الطرف الذي يحتوي على ”7 
* احسب قيمة “نز بدلالة × و لإ 


7ك ا [ ) الاشتقاق الضمني 


جد “ار حيث ×= ر 





* جمّع الحدود ا 











المفردات لمداناطهءهلا 











الحل 

Implelt 

"۴ | احسب. باستممال قواعد الاشتقاق. مشتقة كل طرف من طري المعادلة بالنسبة إلى المتغير 
الصورة امملنة ‏ اصع ES‏ 

58 | ثم استخلص قيمة ”ر 


الاشتقاق الضمني ‏ ##نامم! 2y‏ + “مد 0 
differentiation‏ 


866000  ةيناثلا المشتقة‎ 
derivative 


المشتقات العلا +0708- 4190 جد 
derivative‏ 7 


حالة عدم التميين دالا 599 5 / 0 5 : 
ع میس ري ل المثال 1 بتضمن المقدار الذي يساوي ر المتفيرين اؤ لز هذا 
الأمر ليس مقبولاً فحسب؛ بل مفيد أيضًا. فهو مثلاً بين أن للرسم 
البياني الذي يُمثل العلاقة ×= ”ر . وهو قطع مكافئ؛ مماسّين 
عند 52-4. الأول عند النقطة (2-,4) وميله 
ر ؛ والثاني عند النقطة (2 ,4) وميله 4 


ر5 ر + "ر. 
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مقال [1] إيجاد ميل مماس الدائر 5 
جد ميل ممابن الدائرة 25- ”ر+ *+* عند النقطة (4-,3) . 
الحل 
ابدأ بإيجاد ”ر باستعمال الاشتقاق الضمني. 

برد 0= 2+2 د كماد (ر+) 








0 








ثم احسب قيمة ”ر عندما 3= و 4در. 
SE!‏ 
7-3 
++ عند النقطة (4-,3) هوخ . 








ميل ماس الدائرة 25 


*بر+ + عند النقطة (0,4). 








اده سهل» فهو يؤدي إلى كتابة “ا على صورة مقدار 


يجمل حساب قيمته العددية سهلاً عند أي نقطة من نقاط الخط البياني. 


مقال [03] مماس القطع الناقص وعموده 
جد ميل مماسن القطع الناقص 7= ”ر +× - ”× وميل عموده؛ عند النقطة (2 ,1-). 


الحل 
ابدأ بإيجاد "ا باستعمال الاشتقاق الضمني. 


= ر 2-ر= “برو ر2 جد ناد رر 2+ رد ر×2 مد( 








ثم احسب قيمة “يرا عندما 1-= برو : 
4 مع 
TENS‏ 
ميل المماسن هو :وميل العمود هو 5-. 





لكك 3. جد ميل ممابن القطع الناقص 16- ”ر9+ر»8- ×4 وميل عموده 
عند النقطة (2,0-). 
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المشتقات العليا Higher-order Derivatives‏ 
إذا كانت / دالّة تقبل الاش هي دالّة بدورهاء وقد تكون قابلة للاث 
ة /دالّة قابلة ثلا مى المشتق 

”.ب هذه الحالة تُسمَى '/ المشتقّة الأولى. 
تشكل المشتفة الثانية مثالاً على المشتقات العليا. يُمكنك أن تحسب مشتقة دال من أي رتبة تريد 





إذا كانت 














(شرط وجودها). فالمشتفّة الثالثة هي المشتقات المليا للدالة (2)/-ز 
هي 
المشتقة الأولى f00‏ ع دارع 
7 
امشتقة الثانية )0(" 2 
المشتقة الثالثة 3 )سم به 
a‏ 
المشتقّة الرابعة ر 2 اگ 
03 0ه 
3 نلك 
r] 0‏ 




















f'C0=(xsinxY =sinx+ xcosx المشتقة الأولى‎ 


المشتقة |/ xcosx) =cosx+cosx=xsinx = 2cos x= xsin x‏ + بدهلة) - (2) ”ل 








f(0 =(2cosx—xsinx)Y =-2sin xsi x - xos =3 المشتقة الشالثة . ومن - ع‎ 


7 * جد المشتقّة الثالثة للدالّة جوم 
عدم التعيين ف نهاية دانة 
سبق أن واجهت. به حساب النهايات؛ حالات تظهر فيها النهاية على الصورة 4 أو 


حاولت ب السايق أن ترفع عدم التميين جبرئًا بإعادة 








كتابة الدانّة 





حالة من حالات عدم "١‏ 
بحيث تتخلص من عدم التعيين. 








مقال [8 رفع عدم التعيين لحساب نهاية 





من الواضح أن تطبيق قاعدة القسمة لحساب هذه النهاية: يقودنا إلى حالة عدم تعيين 
هي 4 . لكن يمكن إعادة كتابة الداّة وحساب النهاية على الشكل التالي: 
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لكن استعمال الجبر لرفع حالة عدم اا 
ك هذه الحالة نلجأ إلى استعمال مبرهنة لوبيتال. 


بن ليس متيمئرًا بل الكثير من الحالات. مثل كلك ويزل. 





. إذا كانت ا 








/ و 5 دالتان تقبلان الاشتقاق مع 20 8)9 ب جوار =٤‏ 
حالة عدم التعيين 4 أو 


وساف 














ہے ل 
HEF HEF‏ 
مقال [ استعمال مبرهنة لوبيتال 
خف وين 
0 جد ا 
الحل 
من الواضح أن تطبيق قاعدة ناتج القسمة يؤذي إلى حالة عدم تعيين 4. استعمل مبرهنة 
اقفتا E i E E‏ 
وا ا“ ر و چن 
2001 
لا م 
الحل 


يؤدي تطبيق قاعدة ناتج القسمة إلى حالة عدم تعيين. استعمل مبرهنة لوبيتال: 










HY‏ سيم 
أستعمل مُبرهنة لوبيتال مرة جديدة: 





هناك حالة أخرى من حالات عدم الت 
أيضًا ؛ نطبّق مبرهنة لوبيتال. 


إنها الحالة التي تؤدي إلى الصورة &. به هذه الحالة 


الأن ممه = مما يلل . 
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من الواضح أن تطبيق قاعدة ناتج القسمة يؤدي إلى حالة عدم التعيين = لأن +=( ")ساط 
استعمل مبرهنة لوبيتال. 


استعمل مبرهنة لوبيتال مرة ثانية. 








© تدم 





x+tan()=0 








© ددر و 
y=2sinrr-») E (1.0) 6+3+2 +17y-6=‏ )0.0 


التمارين من 13إلى 18 جد المشتقّة الثانية للدالّة. 





0= /0=x+22.7 © 
۵= © عموددومر‎ © 
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4 التمارين من 19إلى 22 جد المشتقة المطلوبة للدالّة المعطاة إحدى 





قاتها. 


8 -5)" : جد f"‏ 8 1"0-2-2 ؛ جذ ماسر 


© :)”ربد 00“ 


بيان الثمانية يمل المنحني المقابل المعادلة 









ر رد 
جد ميلَيْ هذا المنحني عند النقطتين 
HE)‏ 3 


وأي هو بيان مشتقتها الثانية. أوضح كيف وجدت كل بيان. 


8 7 6 


1 


5 





ا 


1 


الرسم بيان دالّة / وبياتْ مشتقتها الأولى '/ ومشتقتها 
الثانية “م . حدد أي من البيانات الثلاثة هو بيان الدانّة: وأي منها بيان مشتقتها الأولى 


© 1 0=2 ° :چت قر 











صواب أم خطأ؟ ب التمارين من 28 إلى 30 اذكر إن كانت المقولة صوابًا فعلّله: أو خطأء فأثبته 


بمثال مضاد. 
5 
إذا كان (4+:)(3+ )10+2 جع دير فان 0= . 





إذا كانت / دالّة حدودية من الدرجة ۸ فإن 0- (ير) "۶ . 
[© تمل المشتفة الثانية لدانّة. معدل التغيّر لمشتقّتها الأولى. 


جد المشتقّة الأولى للدالّة |د|»-()/ . هل (0)”/ معرفة؟ 





الفصل 3 المشتقة 


سه 
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8 هكر و دالتان تقبلان الاشتقاق. وكذلك مشتقتاهماء عند كل قيمة من قيم ×. أي مما يلي صواب؟ 
لذا 180 - J =f 'e=(e‏ 
جا Je" +f" =(fe)"‏ 


التمارين من 33 إلى 35 جد النهاية بإعادة كتابة الدالّة أولاً ثم باستعمال مبرهنة لوبيتال. 


20-3 ے2 
in‏ تيت i‏ 


E E] 


lim E 








و 
4 التمارين من 36 إلى 44 جد النهاية. 


Hî © 
د‎ 8 


ج ر بر 














إذا كان .1 مماسًا للمنحني ٤ل‏ = ر + لہ 
الإحداثيات يساوي 6'. 


أن مجموع تقاطقي هذا المستقيم 1 مع محوزي 






استعمل الاشتقاق الضمني لتبيّن أن مشتقّة الدالّة *:-()/. حيث 4 عددان صحيحان 





مع دانة السرعة لجسم متحرّك هي «)١(=36-/‏ مترًا 4 الثانية حيث 05/56 . جد سرعة هذا 
الجسم وتسارعه عند 0-3 . ماذا تقول عن سرعة هذا الجسم عندما تكون السرعة والتسارع 
متعاكسين ‏ الإشارةة 





[©€ تمرف أن المستقيم المتعامد مع مماسنٌ الدائرة عند نقطة التماس يمر بك مركز الداثرة. سوة 
هذا الأمر. استعمل الدائرة2, - *ر+ × والنقطة (5 ,04 عليها. 








[1] اكتب معادلة مماسّ الدائرة عند النقطة 8 . 


[ب] جد معادلة المستقيم المتعامد مع المماس عند النقطة 8. واستنتج أنه يمر مركز الدائرة. 
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الأهداف 

» يستعمل الاشتقاق لإيجاد 
معدلات التفير. 

* يستعمل ممدلات ا 
مسائل من الواقع. 








ير لحل 


0e2 طاa‎ ۷  تادرفملا‎ 


Position function الموقع‎ alls 


السرعة المتجهة ‏ لإاأعماولا 
مقدار السرعة ‏ 60هم8 
السرعة الوسطية ۸٠٠498‏ 

velocity 
السرعة اللحظية‎ 


Instantaneous velocity 


ate of change معدل التغيّر‎ 
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معدّلات التغير 


Rates of Change 


معدّلات١‏ التغيّر 

تعلّمت كيف تستعمل الاشتقاق لإيجاد ميل دالّة عند 
الدرس كيف تستعمل الاشتقاق 
معدّلات التفيّر بے مجالات 
والسرعة والتسارع. 


ة من نقاط بيانها. سوف تتعلّم ب هذا 
إيجاد ممل التفوّز انين ون بالنسبة إلى تير أغر. تعمل 
مثل دراسة تزايد السكان ومعذلات الإنتاج ومعدّلات تدقق المياه 












تشكل دراسة حركة جسم يتحرّك على خط مستقيم ( أفقي أو عمودي) أحد الموضوعات الشائعة 














.4 استعمالات معدل | غالبًا ما يُستعمل محور أفقي مع نقطة أصل عليه كنموذج للمستقيم 
الذي يتحرّك عليه الجسم أفقيًا 
ب هذه الحالة. التحرّك ‏ الانّجاه الموجب إذا جرى من اليسار إلى اليمين. وغ الاتجاه 


السالب إذا جرى من اليمين إلى اليسار. 

دالّة الموقع (الازاحة ااعداءءهام:21) هي الدانّة ك التي تحدّد موقع الجسم من نقطة الأصل. 
بدلالة الزمن ٠۲‏ إذا قطع الجسم خلال فترة/ة من الزمن مسافة ()ى-(/8+)؟ ٠=‏ فإن 
النسبة 





تُسمَى السرعة الوسطية (المتوسطة) نما١۷‏ 89686 للجسم المتحرك أو متوسّط سرعته 
الفترة[۲.1+4۲]. 


الحركة الأفقية 





عة دور مهم ا دراسة حركة الأجسام: عندما 





أن الجسم يتحرّك على خط مستقيم موجه 
رك الجسم: خلال الفترة من ۲ إلى 1+۵1 
ستكون السرعة الوسطية لهذا الجسم خلال الفترة 








» من الموقع ()5 إلى الموقع (/ى + )5 -(,5)0. 


3 





عل _ 0-00 التغير في الموقع ےر 
هه ٠٣‏ التغيرفي الزمن ” 





۰۸ )(=s)/+۸1(-5)1( حيث‎ 


إذا أردت أن تمرف سرعة الجسم عند اللحظة ٠۲‏ ابحث عن ك صنل » 


که ونا » أي عن قيمة مشتقة دالة 
الموقع عند اللحظة ,أ 





سه 
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السرعة اللحظية Instantaneous Velocity‏ ا 
السرعة اللحظية لجسم متحرّك هي مشتقّة دانّة الموقع لحركة هذا الجسم. إنهاء عند 
اللحظة 1 


د ADD‏ نر ا 
v= =5‏ 
زم = 0 و =0 


مكثال |[ ) حساب السرعة اللحظية لجسم يتحرّك على محور 
تتحرّك نقطة على المحور × . تمثل الدالّة 4+/5- */-(/): دانّة موقمها. حيث يقاس 
الزمن ۲ بالثواني والموقع د بالأمتار. جد السرعة الوسطية(المتوسطة) لهذه النقطة خلال 
الثانيتين الأوليين ثم جد سرعتها اللحظية عند 1<2 . 





الحل 





. هذه المسافة هي 





s(2)-s(0)=(2 -5)2(+ 4-] )0(* -5)0(+4[‏ 
قطعت النقطة خلال ثانيتين مسافة 6 أمتار 4 الاتجاه السالب على المحور. مما يجعل 
سرعتها الوسطية(المتوسطة) 3 أمتار ب الثانية ع الاتجاه السالب أو3:0/5-. لإيجاد 
السرعة اللحظية للنقطة عند ۲=2. جذ قيمة المشتقّة (1) 8 عند 7-2. 7 











0-2-5 و 1--2-2)2-5) 


الاحظ أن السرعة التي وجدتها لا تدل على السرعة التي تتحرّك بها النقطة فقط. بل 
تدل أيضًا على اتجاهها. لهذا السبب» سوف نسمّيها السرعة المتجهة. أما مقدار 
السرعة فهو القيمة المطلقة للسرعة المجهة. فالسرعة المأجهة للنقطة عند 2= 

هي 112/5- أو متر واحد خ الثانية بك الاتجاه السالب للمحور. ومقدار هذه السرعة هو 





متر واحد © الث 


اك ما السرعة الوسلية التيسلة) الشجمة للنتملة خلال الفترة من 
كم كانت سرعتها اللحظية المكجهة عند 4-5 إذا علت 5۲+4 

السرعة نفسها دالّة بدلالة الزمن وهي تتغيّر بمروره. تدل مشتفّة السرعة على كيقية تفيّرها. فكما تدل 
السرعة على كيفية تغيّر الموقع تدل السرعة على كيفية تغيّر السرعة. التسارع(التعجيل) هو 














مشتقّة السر: التسارع( التمجيل) اشتق دانّة الموقع مرتيز الثانية 
لدالّة الموقع. 
)0( دالّة الموقع 
لانن دالّة السرعة 
a()=v'()= s(t)‏ دالّة التسارع 
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مكثال 


به 


|[ | حساب تعجيل جسم يتحرّك على محور 
بالعودة إلى معطيات المثال 1 جد تسارع النقطة عند ۲=5. 


الحل 
لتجد تسارع النقطة؛ جد المشتقة الثانية لدانّة الموقع. 
2-5-() ود رار 0 0-2 )"مداه 


تسارع النقطة ثابت لا يتفيّر وهو 2/52. 


- بالعودة إلى معطيات المثال 1 جد تسارع النقطة عندت =۲ . 


الحركة العمودية 
الحركة المموديا 








. عن ارتفاع الجسم عن سطح الأرض بافتراض أنه 


يتحزك على خط مستقيم عمودي موجه إلى الأعلى. بحيث يُمكن اعتباره محور الإحداثيات بر 





ت الدراسات الاختبارية والنظرية إلى نتيجة فحواها أن الال 
500 





Left tuts 
تشكّل نموذجًا لدراسة ارتقاع جسم عن سطح الأرض بمرور الزمن ۲ منذ إطلاقه؛ بعد قذفه‎ 
من ارتفاع أصلي وى بسرعة إطلاق أء . يمل هذا النموذج» تسارع تسارع جاذبية‎ 
الأرض (0۸ناةازاةإ) وتختلف قيمته باختلاف الوحدة المستعملة لقياس المسافة.‎ 





1 تموذج الحركة العمودية 
وحدة قياس المسافة | وحدة قياس السرعة| قيمةم التموذج 
متر ص mis‏ اسه ودع م جرد "هد رمام 
قدم 1 +vot +s, | 2= 32/5 Ms‏ 6=( 

















مقال [3] استعمال الاشتقاق لإيجاد السرعة 


الفصل 3 المشتقة 





به احتفال للألعاب النارية؛ تم إطلاق سهم نحو الأعلى عن منصة تعلو4 أقدام عن سطع 
الأرضء وبسرعة أصلية ابتداثية (واءماء/ لدذاند1) مقدارها 160 قدمًا ج الثا: 
[1] اكتب دانّة الموقع لحركة السهم. 

[ج] ما أعلى ارتفاع يصل السهم إليه؟ 

ما السرعة المجهة للسهم عند وصوله إلى ارتفاع 260 قدمًا صمودًا وهبوطًا؟ 
[2] ما تمجيل السهم ب كل لحظة؟ 

[ه] متى يقع السهم على الأرض؟ 
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الحل 

[1] بالاستناد إلى ما سبق تكون دانّة الموقع لحركة السهم 4+/160+ /16-=()ء. 

[ج] يصل السهم إلى أعلى ارتفاع له عندما يُصبح مقدار سرعته 0. السرعة المتجهة للسهم. 
بدلالة الزمن. هي 321+160-=()'و=()ر'. تصبح هذه السرعة 0 عندما يثخذ ۲ قيمة 
جذر المعادلة 160-0+/32- أي 4-5 . ينتج من ذلك أن أعلى ارتفاع يبلغه السهم هو 
s(5(=-16(5 +160)5(+ + = 4048‏ 


TH‏ [ع] لتحديد السرعة المأجهة للسهم عندما يبلغ ارتفاعه 260 قدمًا. يجب إيجاد 


قيمة ؛ عندها. لذاء ابدأ بحل المعادلة: 














الدالة (5)6 


-161 +1601 +4 = 260 
-161* +1601 +4= 260 
16 -1601+256=0 

1 16(/-2)(!-8)=0 


لهذه المعادلة جذران:2 غ السهم ارتفاع 260 قدمًا وهو صاعد 
عند 2= ءوتكون سرعته المأجهة قيمة مشتقّة دالّة عندها أي 

v(2)=-32(2)+160= 6R s 
كما يدرك السهم هذا الارتفاع وهو هابط عند 7-8 وتكون سرعته المجهة‎ 
عندها‎ 








160-6/5+(32)8--(1)8 
الاحظ أن سرعثي السهم. صعودًا وهبوطًاء عند الارتفاع 260 تتساويان يذ 
المقدار. وأن السرعة ك الصمود موجبة وي الهبوط سالبة. 





[] لإيجاد تسارع (تعجيل) السهم. جد المشتفّة الثانية لدانّة الموقع. إنها 32--()”,-()0. 
الاحظ أن تسارع (تعجيل) السهم هو نفسه # أي لحظة وأنه سالب دائمًا. 
[ه] يدرك السهم الأرض عندما يُصيح ارتقاعه 0 أي عندما 0-(5)0: 





-16r* +160 +‏ 
مميّز هذه الدالة هو (16-)(۸=160-4)4 
(162)100+1- 
x101‏ 16= 


لهذه امعادلة جذران 12816191= أو 002--۲ 3 1002 رة 
لاحظ الزمن الذي يتطلّيه سقوط السهم على الأرض هو أكثر ب 
يتطلّيه رجوعه إلى المنصة و 10 ثوان بالضيط. 


7 ”" 3. أجب عن أسئلة المثال 3. معتبرًا أن السهم أطلق من ارتفاع 2.40 بسرعة 
أصلية ( ابتدائية) 490/5 . وك السؤال ج. جد السرعة المأجهة للسهم عندما 


يكون على ارتفاع مد 120 . 





ليل من الزمن الذي 
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مقال [# إيجاد سرعة طائرة بواسطة الرادار 

طائرة على خط طيران أقفي يمر وق محطة رادار کیا 
ذلك الرسم المقابل. ما السرعة المتجهة لهذه الطاثرة 
عندما تكون على مسافة دع5-101 من محطة الرادار» علمًا 
المسافة تتناقص بمعدّل «الده! 400 $ 








الحل 

تقاس السرعة المتّجهة للطائرة بمعدّل تغيّر المسافة الأفقية 
بينها وبين موقع الرادار. مما يجعل الدانّة () دانّة الموقع للطائرة. 
لذاء جد مشتفّة (307. 

من ناحية أخرى. يرتبط المتغيّران* ؤه بالعلاقا 
لتجد (0". 


غك ؛ - يه ب كك 
a dr dt‏ 





= 6+ ب استعمل الاشتقاق الضمني 


de 


05 
x +6 ل‎ 








2 ھی =( 62+ یں 4 ہے‎ d2 
3 (+O) (s2r - 2.44 x 


عندما تكون الطائرة على مسافة 5-101 فإن 8= 107-6 حم و 400-= 4 , 


ينتج من ذلك: وك - رمو 1= 248 يك 


السرعة المتجهة للطاثرة: عندما تكون على بعد :122 10 من محطة الرادار. هي 
/ 5001 مما يجمل مقدار سرعتها عند تلك اللحظة طالس! 500 . 


.5 تحلق طائرة على خط طيران يمر فوق محطة رادار كما بين ذلك رسم المثال‎ * E 
ما معدل تناقص المسافة5 علمًا بأن السرعة المجهة للطاثرة عندما تكون على‎ 


مسافة ص 9= ءمن محطة الرادار هي 5/ مع 5-450 

















مقال [8 إيجاد معدل تغير المسافة بين جسمين متحركين. 

ركت سيارتان. الأولى باتجاه الشرق بسرعة ثابتة قدرهاط/ )40 والثا: 
بسرعة ثابتة قدرهاط/ 30. جد معدل تغيّر المسافة بين السيارتين بعد أن تكون الأولى 
قطعت ا4 والثانية تسعلة. 









2 
غير أن المسافات × ر 2 ترتبط فيما بينهما 
بالعلاقة 2و+ = 22 استنادًا إلى مبرهنة فيتاغورس. لذا 





2r =2xx +2, 
= + أو‎ 

غير أن 2=5 عندما 33-4 
إذا 3+ 4= و 
S7 -4«»40+ 3230-50‏ 
وبالتالي 50-” أي .SOkm/h‏ 








108 الفصل 3 السشتقة 
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ق موقع باتجاه الموقع بسرعة ثابتة 40/1 وبالوقت 
8 من الموقع باتجاه الجنوب بسرعة ثابتة: جد معدل تفير 
المسافة بين الشاحنتين عندما تصبح الاولى على بعد 4 من الموقع والثانية على 
بعد 3k‏ منه؟ 


خلاصة 
لحل المسائل مُعدَلاً التغيّر المرتبط بالزمن 
1. ارسم ان امكن وضع الرموز للمتغيرات 
2. اكتب المعلومات العددية المعطاة بالسؤال باللحظة المطلوية 
3. اكتب المطلوب 
4. اكتب العلاقة التي تربط المتغيرات بأية لحظة 
يا بالنسبة للزمن وعوض بالمعلومات الواردة 
في 2 ستجد المطلوب بتلك اللحظة 





8# مساحة مستطيل طوله 2٨+1‏ وعرضه آله. جد معدل تغيّر مساحة هذا المستطيل مع تفير؛. 

حجم أسطوانة قائمة نصف قطر قاعدتها ۲+2 وارتفاعها ال . جد معدل تفر حجم 
الأسطوانة مع تفئر 4.. 

8# حركة أفقية يُظهر الرسم المقابل بيان الدالة 
)= التي تمل السرعة المتجهة لنقطة على 
المحور×. 

[آ] متى تتحرّك النقطة إلى الوراء؟ إلى الأمام؟ 
متی تتزايد سرعتها ومتى تتناقص؟ 
[ج] متى يكون تسارع النقطة موجبًا؟ سالبًا؟ صفرا 
متى تتحرّك النقطة بأقصى سرعتهاة 


[2] متى تكون النقطة متوّفة عن الحركة لأكثر من لحظة8 








افترض أن × و ردالّتان بدلالة 4 وقابلتان للاشتقاق. جد المطلوب باستعمال المعطى. 


العلاقة بين × و لر المعطى 














4-3 معدلات التغيزٌ 109 
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ب التمرينين 6 و 7 تتحرك نقطة على البيان الذي يُمثَل الدالّة ر العطاة. جد ك عند كل قيمة 
معيّنة د × علمًا بأن ء/صء2 








= ونقطة الأصل. 


[€ جد معدل تغيّر المسافة بين نقطة تتحرّك على بيان الدالّة ×هاء= ونقطة الأصل. 


علمًا بأن 2/5 = ع 






El‏ ازدادت 0 بمعدّل ل راديان بذ الثان 
مساحة امثلّث عند 0-5 =0 . 








2] وضّْح لاذ يكون معدل تغيّر مساحة المثلث غير ثابت رغم أن معدل تغيّر 0 ثابثا. 
معدّل التغيّر ابحث إن كانت هناك قيمة ل ب الفترة [0,27] يتساوى عندها معدل 


التغيئر لكل من الد التين سل -()/ و ل -(8)0. 


9 عندما تراقب أقمار التجسّس الكرة الأرضية؛ فهي تراقب جزءً! منها. تتمثع بعض هذه الأقمار 
القدرة على قياس الزاوية 0 المبيّتة 4 الرسم يث يمثّل :ا لمسافة بين قمر التج 
والأرض: ويمثّل 7 نصف قطر الكرة الأرث 











ان × ر بالعلاقة +68( حيث ٩‏ وط عددان 





المتغيّرين داثة بدلالة ۲ وأن معدل تغيّر* ثابت. هل معدل تغيّر ر ثابت أيضًا؟ إذا كان كذلك. 
فهل يساوي معدل 





معدل تغيّر ×؟ وح ذلك. 


110 الفصل 3 المشتقة 
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دالة الموقع لجسم متحرّك هي 9۲+ 1١-612‏ -(0): بالأمتار. 
جد تسارع هذا الجسم عند كل لحظة تكون سرعته صفرًا. 


© زاوية الارتفاع يرتفع منطاد بسرعة 313/5 انطلاقًا من نقطة على الأرض تقع على بعد :5 30 
زاوية الارتفاع عندما يكون المنطاد على ارتفاع: :1 30 فوق سطع 





من مراقب. جد معدل تھ 


الأرض. 


[1) سلّم طوله 25 قدمًا يستند إلى حائط. تجر عربة الطرف الأسفل 
للسلم بسرعة قدمين بك الثاني 





[1] ما سرعة رأس السلم نزولاً على الحائط عندما يكون أسفل السلم 
على بعد 7 أقدام من الحائط؟ 15 قدمّاة 24 قدمّاة 





[ب] جد معدل تفيّر مساحة المثلث الذي يشكله السلم مع الحائط والأرض عندما يكون أسفل السلم 
على بعد 7 أقدام من الحائط. 


4-3 معدلات التغيز 111 
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التمارين من 1 إلى 4 جد مشتقة كل دانّة باستعمال تعريف المشتقّة. 
© تعمد دمر © f= f= r+‏ 





التمرينين 5 و 6: حدّد قيم #أحيث الداثة تقبل الاشتقاق. 


أزاج) دور 





€ ارسم بيان الدالّة |2--ا-0-4)/. 
[1] هل الدالّة مستمرة عند 2=×؟ 
إا هل الدالّة 





اق عند 2= أوضح جوابك. 


2> 44+2 
3[ ارسم بيان الدائة 





2-< کی4 





[1] هل الدالّة مستمرة عند 2-= ×5 
[ج] هل الدانّة تقبل الاشتقاق عند 2-=+؟ أوضح جوابك. 


التمرينين 9 و 10 جد ميل الدالة عند النقطة المحدّدة. 





EO‏ متمقدمن 





التمرينين 11 123: 


[1] جد معادلة مماسسٌ بيان الدالّة عند النقطة المعيّنة. 





ارسم بيان الدالّة والمماس عند هذه النقطة. 


© 1- =+ )2-.1( © صر )0.2( 


2 الفصل 3 المشتقة 
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التمارين من 13 إلى 33 جد مشتقّة الدالة. 








2--دهر دور 

=3 0= 

f= جعل.6 مار شع‎ Ux 
f(x) - 4 طني 6جعدوو‎ 
f(%)=(3* +7? -2x +3) (= 30» 
I=" cosx جم ول دصار‎ 

حب - مار دصار 


يق هار 


يدت 


a 
f(0=xcosx-sinx © 


tanx‏ 2-2 - و10 


1=) 
(= 








sinî x-2sin x‏ - وار 








0-2 


كتابة يُظهر الرسم بيان دالّة وبيان مشتقتها الأولى. ميّز بيان الدالة وبيان مشتقتهاء وأوضح ما استندت إليه 
الإجراء ذلك. 


= © 


nx 


1- تملح دور 














مرا سق 113 


GRADE12-CHAPTER 3 2013-final 2/12/15 2:09 PM rage 39 4 


8 ×۶)(=4-3. آي مما يلي يساوي(1-)/رة 
الل 7ت 7 8 3- 3 [ها غير ذلك 


© 1-3=()/. آي مما يلي يساوي(" /؟ 
60- 5- 5 ك6 ها غير ذلك 


أي مما يلي صحيح للدالة += (:)/ عند 0= 8 





[] لبيانها زاوية عند هذه النقطة. 
ج] لها مماس عمودي عند هذه النقطة. 
ج] الدانّة منقطمة عند هذه النقطة. 





تقبل الاشتقاق عند هذه النقطة. 


. (=1 :v)(=-1:)1(=3 »)(-2 جد )£ علمًا بأن‎ (0=) E 





لاه 1- 2 4 7 
[€ المشتقّة الثانية للدالّة -×=(«»)/ هي: 
تاطبر ا [غ] غير ذلك 
3 أي مما يلي يساوي (1*± 
57 #48 ه 2x-k-1‏ 
E Eau‏ 5 





€8 آي مما يلي يساوي عدد المماسات الأققية للدانّة (2-1()22+1)-(2)/ 9 


o0‏ 18 لعا 2 اليل ا4 
3 جد معدل التغيّر اللحظي للدالّة در علد 1= . 
-ı 0‏ عا جه لعا 0 4 لعا 7 





جد معدل التغير اللحظي لحجم مكقب طول ضلعه ٠×‏ 
3x x‏ عا 6 ااا لعا 
4 التمرينين 10 و 11 تتحرّك نقطة على المحور × ودالّة موقعها */-/2+7-(): حيث 0</. 
للع عند أي من الأوقات التالية تتحرّك النقطة إلى اليسارة 
r=0 O‏ عا ددر لعا 2د لعا 1 لقا 4= 
ل عند أي من الأوقات التالية تتوقف النقطة؟ 
O‏ 1= 2= عاد 4= لغا 5= 
114 الفصل 3 تحضير للاختبار 
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8# أي مما يلي معادلة لمماسٌ الدالّة تومه ++ هلة- ر عند x=‏ 





ر=-x-‎ +1 مدير‎ + +1 y=-x+r-1 
لخاادج- مدر لعا مدر‎ 


جد “دحيث معدل 











—xsin x + 2cosx E] xcosx+sinx ll -xsinx U 
-sinx+ cos x J xin لكا‎ 
50 يتحرّك جسم بحسب دا الموقع ١١ت +3=()د. عند أي من الأوقات التالية. تساوي سرعة الجسم‎ [ 
ات لها =1 له عد‎ 1-5 1-0 
5 هتا =ر. أي مما يلي هو‎ )4۸( 
4 إه‎ 1_7 4 2 n4 و‎ 4n4) [I 
cos (4x) نمم‎ (4x) a cos(4x) osx 
٩8 :دم دير . أي مما يلي هو‎ + 
مه‎ +2» O 
(3? + 20 )سنو تدج ادوم‎ +x) 
-2(3x? +2x)cos(x* +x )sin(x* +x*) [E] 
2(3? +2 cose? +x? )sin (e +?) تخا‎ 
2(3 +2») 8 
8 د ترجو أي مما يلي يساوي لك‎ 
2 2 2x [E] عمس عد‎ 
0 م‎ 2 
3ے‎ El 
a 
5)1,:/2( "ر عند النقطة‎ 
1 
حكن‎ 23 2 El 





تحضيرللاختبار 15 








تطبيقات الاشتقانق 
57 11621101501ممم 


Eee 








GRADEL2-CHAPTER 4 2013-final 2/12/15 2:20 PM Page 2 








هل انت مستعد؟ 
س 


¥ المُفْوّدات 
3 ادبط كل عبارة ب الممود الأيمن بتفسيرها ك العمود الأيسر. 
1. معدّل التغير 
2. السرعة اللحظية 
ك دالة الموقع 
4. دالّة قابلة للاشتقاق 


تحدد موقع الجسم المتحرّك بدلالة الزمن. 
قسمة المسافة على الزمن. 
نسبة مقامها تفيّر المتغيّر الحر وبسطها تغيّر المتغيّر التابع. 
[2] سرعة الجسم المتحرّك عند لحظة معيقة. 
[ه] دانّة ميلها مُعرّف عند كل نقطة من نقاط بيانها 
“يم حساب المشتقة 
4 التمارين من 2 إلى7؛ جد مشتقة الدالة. 
f= x 2x+1 f(0 =2sinxcosx» ©‏ 
دلمما- وال © "م دور f= xe”‏ 


67 تحديد إشارة الدانة جبريًا وبياتيا 


التمارين من 8 إلى 10: حدّد قيم × عندما تتغير إشارة الدلّة؛ مُبِيَئا التغيّر الحاصل 
الإشارة عند كل نقطة. 





الأهداف امسن 


لايد متيو الیم ایی و 
ك مغهوة العلاقة وكيفية استعمالها. 
المحلية للدانّة ويميّزها. “بينم اله 
القصوى المحلية 











لدالة. 
* يحداد فترات تزايد الدالة 





المفردات لمقاناطوعملا 





Decreasing متناقصة‎ 
ereasih alî 
قيمةةصنرى محلية اھهما‎ 
Minimum 


قيمة كبرى محلية Local‏ 
> تزايد الدوال وتناقصها 
تقطة اتقلاب 0۱٩م‏ 


هناك علاقة قوية بين الدالّة ومشتقاتها 
تعرفها عن مشتقّتها الأولى أو 






اختبار المشتقة الأولى 


First Derivative Test 
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يُمكنك استخلاص أمور عدة تتعلّق بالدانّة انطلاقًا من 
الثانية. سوف تتعلم # هذا الفصل أمورًا عن هذه 





نامهم يُظهر الرسم البياني أعلاه بيان دانّة/ (بالأزرق) وبيان مشتقّتها الأولى (بالأحمر). إذا تفخصت هذا 





قيمة حرجة «داة۷ 611681 الرسم البيائي 
جدول التغيّرات ‏ أ واطه7 


ج التالي: 


تاه 1. عندما يتحزك × من اليسار إلى اليمين على محوره. تتحرّك النقطة ((*)۶ ,)14 على بيان الدالّة 


نعو الأسشل» تعب 





متناقصة على الفترة ]2- ,ل 
2. بعد أن يجتاز × القيمة 2-. تتحرّك النقطة ([(:)/ ,:) 44 على بيان الدانّة نحو الأعلى تعبيرًا عن 
تزايد قيم (:)/ ؛ حتى يصل * إلى 3. تبر عن ذلك بالقول إن الدانّة متزايدة على الفترة 


23ل 


3 تعود النقطة (()/ ,:) 34 إلى التحرّك على بيان الدانّة نحو الأسفل بعد أ 
تعبيرًا عن تناقص قيم ()/ من جديد. تَعُبّر عن ذلك بالقول إن الدالّة 


00 





را عن تناقص قيم (:)/.. حتى يصل × إلى 2- . عبر عن ذلك بالقول إن الدالّة 











از القيمة 3. 
اقصة على الفترة 





4. قيم المشتقّة الأولى للدانّة سالبة على الفترة ]2- ,*-[ وعلى الفترة ]0+ ,3[ به حين أنها موجبة 





۰2.3 


5 يتلازم تناقص الدالّة على فترة مع كون قيم المشتقة الأولى سالبة. ويتلازم تزايدها مع كون قيم 


المشتقّة الأولى موجبة. 


تسمّى قيم × التي تجعل 0-0)”/. قيمًا حرجة للدالة. 


118 الفصل 4 تطبيقات الاشتقاق 


سه 








به 





يُمكنك تلخيص ما سبق ب الجدول التالي: 


-2 3 4 














) تعريف القيم الحرجة 


. نقول عن القيمة © للمتغيّر الحر ×إنها قيمة حرجة للد الّة/إذا كانت 
غير معرّفة عند =« أوإذا كان 0-(ع)”/. 


دالّة مُعرّفة عند 














(*)/ غير معرفة عند 1-+ 0=«( 
1 قيمة حرجة للدالّة 1 قيمة حرجة للدالّة 


تعريف الدوال المتزايدة والدوال المتناقصة 





نقول عن دالّة / إنها متزايدة على فترة ]ا٠ا‏ 
(:2)/ >( )۶ أي يكن ,«داو ,نيك الفترة 1 . 
كما نقول عن /إنها متناقصة على فترة ]5.[-7 إذا كان التباين .> × يؤدي إلى التباين 
(#ار< دار أي يكن ر و ر ب الفترة1. 


إذا كان التباين .> ,د يؤدي إلى ا 











بمعنى آخر. تكون الدالّة متزايدة عندما تتحزك النقطة 
((3)/ ,د) إلى الأعلى كلّما تحرّك × إلى اليمين. وتكون 
متناقصة عندما تتحرّك النقطة ((2)/ ,*) إلى الأسفل 
كلما تحرّك × إلى اليمين. على سبيل المثال. بين الرسم 
المقابل أن الدالة متناقصة على الفترة ]0 رمه[ ؛ و 
الفترة ]6,2[ ومتزايدة على الفترة ]+ ,ف[. كما ي 
الرسم أن كون المشتقة موجبة يُترجم بتزايد الدائّة كما 
يُترجم کون | سالبة بتناقص الدالّة. أما انعدام 
المشتقّة (0-()”ر) بج فترة ماء فيُترجم بثبات قيمة الدالّة 
على طلم الفكرف 















1-4 اختبار المشتقة الأولى 119 
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120 








بے 


تزايد الدالة وتناقصها 





“ردالة تقبل الاشتقاق. 
1. إذا كانت 0<(+)”/ على فترة 1 ؛ فإن/ دالّة متزايدة على هذه 
2 إذا كانت 0>()”ر على فترة1 . 
3 إذا كانت 0-()”/ على فترة 1 














جد فترات تزايد الدالة »= »)| 
وفترات تناقصها. 

الحل 

/دالّة تقبل الا على 18 لأنها دالّة 
حدودية. لتحديد القيم الحرجة للدالّة, 
وحذد قيم × التي تُحول هذه 














قيم × حيث تكون المشتفّة 0 هي 0= ٨‏ و 1=>. للدالة قيمتان حرجتان هما 0= × و 1=×. 
يُمكنك تلخيص ما سبق 4 الجدول التالي الذي يُسمى جدول التغئرات. 
مم 1 0 | 
Hee‏ 8 3 + 0 35 |3 
+e‏ + 0 ت 1- 5 (e-1) |e‏ 
f(x) |e + 0 3 0 +‏ 
1-4 ما Iie 7 f= x f=}‏ 











تتزايد الدالّة على الفترتين ]0 ,--[ و ]+ ,1[ توتتناقص على الفترة ]0.1 . 





7 ”7 1. جد فترات تزايد الدائة × ءج - ”4 - ()ر وفترات تناقصها. 


لكي تفهم العلاقة 


إذا كانت الدالّة متزايدة فهذا يمني أن ()/ <(۸+«)/ إذا كان 0< . ويعني أن (د)/ >(« +خم) 


ن إشارة المشتقّة على فترة وتزايد الدالّة أو قاقصهاء لاحظ ما يلي: 





إذا كان ,0>:ا. ينتج من ذلك أن 0< 0)⁄-(# تاك وبانتائي 0< 0-1 يمن = مار يذ 
جميع الحالات التي تكون فيها الدالّة متزايدة. يُمكنك أن تفر بالطريقة نفسها اذا تكون المشتفّة 
سالبة على فترة إذا كانت الدالّة متناقصة. 


الفصل 4 تطبيقات الاشتقاق 


هه 
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هه 


E‏ [1] قيم انث 
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القيم الكبرى المحلية والقيم الصغرى المحلّية 
سوف تتملم الآن كيف تستممل اله 
القيم الكبرى المحلّية والقيم الصغرى المحلية 
الدانّة. بالعودة إلى الرسم البياني المقابل, 
تستنتج ما يلي: 





1. يمر بيان الدالّة بالنقطة © عندما يكخذ × 
القيمة 2-. كما يمر النقطة 77 عندما 
يتغذ × القيمة 3. 


2 الإحداثيات ل( لجميع نقاط بيان الدالة بخ 
جوار النقطة © أكبر من الإحداثي لإ لهذ 
النقطة والذي يساوي (2-)/. نقول عن 
النقطة © أنها تمل قيمة صغرى محنية للد الّة روأن الإحداثي ل لهذه النقطة هو قيمة صغرى 
محلية للدالّة 











3 الإحداثيات لإ لجميع نقاط بيان الدالّة بك جوار النقطة // أصغر من الإحداثي '( لهذه النقطة والذي 
يساوي (3)/. نقول عن النقطة 1 أنها تمثّل قيمة كبرى محذية للدالّة ‏ . وأن الإحداثي ل لهذه 
النقطة هو قيمة كيرى محية للدالّة. 








4 تكخذ المشتفة الأولى القيمة 0 عندما تتخذ الدالّة قيمة كبرى محلية أو قيمة صغرى محلّية. 
القيم القصوى المحلية لدانّة هي قيمها الكبرى المحلية وقيمها الصغرى المحلية. 1 
-@ 
يُلخص الجدول التالي الملاحظات السابقة. 1 
5-5 3 = اا عا 
5 0 4 0 ت نكل 
ا f)‏ فو ضار ¥ f)‏ 




















عند قيمة قصوى محلية 


جد قيمة المشتقّة عند كل قيمة قصوى محلّية لكل من الدالنين: 





لها انا( على الفترة [1,1-] !لم ممنه- (ع)م, على الفترة [2 ,0] 
يو أه 
2 
Ea a ٤ 3 8 2‏ 0 
ری 





1-4 اختبار المشتقة الأولى 121 











122 
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الحل 

1 للدائة دا -()/ قيمة صغرى محلّية عند 5-0. مشتقة الدالّة غير معرّفة عند هذه 
النقطة. 

| للد اله »#هذه-(:)/ قيمة كبرى محآية عند =+ وقيمة صغرى محلية عند 2=+. 
مشتقة الدالّة هي «دمه -()”/ وهي تثخذ عند القيم القصوى. القيم التالية: 


مو د مار 





فيج1737ك. 2 جد تب المشتطة عنم كل قيمة تسوب مسل کل من الد انين 





/ 5 9= 





1. إذا تغيّرت إشارة (5)”/ من موجبة إلى سالبة عند المرور ب 
2 إذا تغيّرت إشارة (2)”/ من سالبة إلى موجبة عند المرور ب »=× فإن النقطة ((6,/)6) 





)©./)(( فإن النقطة‎ ٠×٠ 


IES‏ ]| استعمال اختبار المشتقة الأولى 


الفصل 4 تطبيقات الا 


جد القيم القصوى المحلية للدالة +هاو-«‡=(»)/ 
ب الفترة ]25 ,0[. نقيمة كرى ليه 
الحل 

الدالّة تقبل الاشتقاق على الفترة ]2 ,0[. 

ابدأ بإيجاد القيم الحرجة. 


4 0 f'(x)=}-cosx 








بما أن المشتقة معزفة أي تكن قيمة × فإن القيم الحرجة للدانة هي تلك التي تشكل حلاً 





للمعادلة 5×=0١ء-‏ والتي تنتمي إلى الفترة ]0.27[ . هناك قيمتان =× و ع3=». 
جدول التفيّرات هو التالي: 
x] o 2r‏ 
كاد }| 
چ د سعد ا 
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يسهل تحديد القيم القصوى المحلّية وطبيعة كل منها وقيمتها. للد الّة /ر 
لطت - (]/ , وقيمة كبرى محلية عند 3-: 











عند ده هلع لهسم 
رمغ کر" 





27 ° جد القيم القصوى المحلية للد الّة +4-»مومه -()/ بج الفترة FE‏ 
وحدد طبيعة كل منها. 


نقاط الانقلاب 


يمل الشكل المقابل بيانات دالّة / ( بالأزرق) ومشتقتها 
الأولى ( بالأحمر) ومشتقّتها الثانية ( بالأخضر) 
يُمكنك أن تلاحظ أن بيان الدانّة مقمّر حيث المشتقّة 
الثانية موجبة. ومحدّب حيث المشتفّة الثانية سالبة. 
وهو يتحول من التققر إلى التحذب يذ النقطة . 





1-4 اختبار السثتقة الأولى ‏ 123 
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التمارين من 1 إلى 3: جد قيمة المشتقّة (إن وجدت) عند كل قيمة قصوى. 


© عام -وار © مسحددوار 





ارين من 4 إلى 10 حذد فترات تزايد الدالّة؛ وفترات تناقصها. 


f)=x*-6x+8 E‏ © ١د‏ - دور 








© ب« دمر 


0<x<2r 


© مدت دومار 





0<x<2r f(x)=x-2c0s © 


التمارين من 11 إلى 13: جد القيم الحرجة للدالّة. 


=2) (ه4-‎ © (= (<-3) E 





4 النصل 4 تطبيقات الاشتقاق 
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ك التمارين من 14 إلى 22 أ) جد القيم الحرجة؛ ب) جد فترات تزايد الدالّة وفترات تناقصهاء 
ج) استعمل اختبار المشتقة الأولى لتحديد القيم القصوى المحلية. 











مقر د زم © عمد منج دمر -ة) 2= وار 
0 

17 هار © +- دمر © كسمدئدمر 

© دمر © یوار © ت 


بل التمرينين من 23 و 24 أ) جد القيم الحرجة؛ ب) جد فترات تزايد الدالّة وفترات تناقصهاء ج) 
استعمل اختبار المشتقّة الأولى لتحديد القيم القصوى المحلية. (اقتصر على الفترة ‏ ]25 ,0[) 


© عه +ع د زمار 





=(sinx)(eosx)‏ وار 





التمارين من 25 إلى 298: حذد إن كان للدالّة قيمة صغرى محلية ي الفترةأة ره[ بالاستناد 
إلى بيانها على هذه الفترة. 


6 


کے 





1-4 اختبار السثتقة الأولى 125 


الأهداف 


* يحلاد الفترات التي يكون فيها 


أو محتبًا. 








۾ نقول عن بيانها إنه مققر على 









اختبار المشتقة الثانية 


Second Derivative Test 





التقعّر والتحذب 
إذا كانت/دالّة تقبل الاشتقاق على ف 





الأولى متزايدة على هذه الفترة. 


لکن 





إذا كانت هذه المشتفّة متناقصة على الذ 
إن بيانها محدب على الفترة. 








انظر إلى بيان الداثة :2:0-2-()/. بذ الرسم المقايل. هذا البيان محدب على الفترة ]0[ 


المفردات bY‏ ومقمر على الفترة ]مد ,10 . 


مقر 


Concave 
Convex 





للدالَّة ماس عند النقطة (0 ,0) حيث ينتقل بيانها من التحدّب إلى 





/ اختبار التحدُب والتقعر 





تقبل الاشتقاق مرّتين على فترة مفتوحة 1: 
ذا كان 0<(*)”/ على الغ فإن بيان الدانّة مقر على 1 . 
2 إذا كان 0>(+)”/ على الفترة 1 فإن بيان الدالّة محدّب على 1 . 





لكي تفهم القاعدة التي تُحدد تقر بيان الدانّة أو تحدّبه على فترة مُميّتة. تفحخص البيان المقابل وهو 
مقعر على الفترة ]5 ,1-[ . تلاحظة 


الدانّة يقع قوق مماسه عند أي نقطة من ثقاطه ب هذه 





2 يتزايد ميل المماس عند النقطة ((6:)/ .) بتزايد × مما يعني 
أن مشتقة الدانّة متزايدة على هذ 0 

3 المشتقة الثانية ((2)”/)-(+)”/ موجبة على هذه الفترة لأن 
المشتقة الأولى متزايدة. 

إذا درسنا حالة التحدب سنجد أن 








الدالّة يقع تحت مماسه عند أي نقطة من نقاطه ب4 هذه 

الغتر: 

2. يتناقص ميل المماس عند النقطة ((:)/ .×)) بتزايد × مما 
أن مشتقة الدالة متناقصة على هذه 





يعني أن 
3 المُشتقة الثائية (*)"/ سالبة على هذه الفترة لأن المشتقة 
الأولى متناقصة. 














فصان انا تحديد التحدّب والتقمُر 


126 


| جد فترات التحدّب وفترات التقكّر للدالة م2 دبل - (ع)/ . 


الفصل 4 تطبيقات الاشتقاق 


-@- 
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ة الأولى للد انّة هي ع3 - "بر =()/ 

ومشتفتها الثانية هي 3-3 =(»)”. 

من الواضح أن 0-(+)”/ عندما 2+=×. 

من ناحية أخرى 0<(*)”/ على مدى الفترة ]2- ,-[ 
وعلى مدى الفترة ]*+ ,2[ و 0>(*)”/ على مدى الفترة 
]2 ,2-[. ينتج من ذلك أن بيان الدالّة محدّب على مدى الفترة ]2 ,2-[ ومقمّر على مدى كل من 
الفترتين ]2- ,---[ و ]+ .2[. يُمكنك تلخيص ما سبق الجدول التالي: 





ata) 


ب + ا" 


U 0‏ البيان 














جد فترات التحدّب وفترات التقكّر للدانّة 4+1 *: - (م)/ر 





نقاط الانقلاب 
إذا عدت إلى بيان دائة المثال 1. تجد أن البيا/ ن إلى التحئب ° 


عند النقطة ((2-)/ .2-) عند النقطة ((2,/)2). 


11 الم ري اا احاح 
يفترض تعريف نقطة الانقلاب إذا كانت/دانّة مستمرة وإذا كان لبيائها ممامن عند النقطة((©)/ ,©). فإن هذه النقطة هي 
ا نقطة انقلاب للدالّة وبيانها إذا تحؤل البيان عند هذه النقطة من التقعر إلى التحدب. أو من 
سعد التحدّب إلى التققر. 


لإيجاد النقاط المرشحة أن تكون نقاط انقلاب. حدّد قيم × حيث 0=(»)”/ أو حيث (*)”/ غير 


موجودة. 





إذا كانت ((6)/ ,») نقطة انقلاب للدالّة. فإن 0=(«»)"/ أو ()”/ غير موجودة. 


و 2 إيجاد نقاط الإنقلاب 
حدّد نقاط الانقلاب للدالّة تج4- *د(ع)/. 
وناقش تحدب بيانها وتقتره. 


2-4 اختبار المشتقة الثانية ‏ 127 
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الأولى للدانّة هي 
12-*4=(»)'/ ومشتقّتها الثانية هي 
عججهة- 122 (ع)'”ر . 0-(د)””/ عند 
0=×و 2= × . البيان الأحمر هو بيان المشتقّة الأولى. 
يُظهر هذا البيان أن المشتقّة الأولى تتزايد على الفترة 
مما يدل على أن [0 ,صم[ 
بيان الدالّة متقمر على هذه الفترة. من ناحية ثانية. تتناقص المشتقّة الأولى على الفترة ]2 ,0[ 
مما يدل على أن بيان الدانّة محدّب على هذه الفترة. يتحول بيان الدالّة من التقمّر إلى التحدّب 
عند النقطة (0 ,0)ء مما يدل على أن هذه النقطة هي نقطة انقلاب. 
ايد المشتقّة الأولى على الفترة ]++ ,2[ مما يدل على أن بيان الدالّة متققر | 
ول بيان الدالّة من التحدّب إلى التقمّر عند النقطة (16-,2) مما يدل 











أن للدالة مماسًا عثد ا 


وعند 2= × 





من ناحية ثالثة. 
على هذه ال 
على أن هذه النقطة هي 











¢ حيث 0 -()”ر؛ يوجب على ()/ أن تكون قيمة كبرى محلية؛ كما يستند إلى أن تقر‎ )٥, f0) 
يوجب على (ء)/ أن تكون قيمة صغرى محلّية. أ‎ ٠ /”)6(-0 بيان الدالّة بل جوار نقطة (()/ ,») حيث‎ 


9 


اختبار المشتقّة الثانية 






1. إذاكان 0<0)”/ر 
2 إذا كان 6(>0)”/ فا 


النقطة (©) )تل فين e‏ تقع 4 تحلابة. 
إذا كان 0-(6)”/ فإن الاختبا 2 


اه الحالةء استعمال اختبار المشتفّة الأولى. 





a‏ 81 استعمال اختبار المشتقّة الثانية 
جد القيم القصوى المحلية للدالّة 5+ بر3 
احلا 
المشتقة الأولى للدالّة هي 
]ترود 15+ f (x)=-15*‏ 
ومشتقتها الثائية هي [2+*22-]30 -(2)”/. 
0<(«)”ر عندما 1-=× و 0= × و 





تشخذ الدالّة قيمة صغرى محأية عند 1- 
f" = 30-2-1) + 1= 30>0‏ 


128 الفصل 4 تطبيقات الاشتقاق 
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ذ الدالّة ق 





ة كبرى معلية عند .1= × لأن 0> 30-=((1)+*(2)1-)1(=30)"/ . 


بما أن 0(=0)”/ . فإن الاختبار يخفق به تحديد ما يحدث عند 0= ×. استعمل اختبار المشتقّة 
الأولى لتكتشف أن الدالة 





ايد قبل 0= × وبعده. مما يدل على أنها لا تتخذ قيمة قصوى محلية 
عتدها. 








جد القيم القصوى المحلية للدالة *«0.15- “۸= (م)/. 


التمارين من 1 إلى 4 حدّد الفترات المفتوحة حيث بيان الدالّة مققر أو محدب. 





التمارين من 5 إلى 11 جد نقاط الانقلاب» وحدد فترات تقغر بيان الدالّة وفترات تحذبه. 


f= r3 © f(x) =x 62 +12 © 





کے =( 


=n €‏ على الفترة [0,4] حتت 


e 


-(3)/ على الفترة [4 ,0] 





2-4 اختبار المشتقة الثانية . 129 


خو 00 
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]0,2[ على الفترة [0,27] ل[ ×2c0s+×=(ء)/ على الفترة‎ /)x(=sinx+ cos» 


التمارين من 12 إلى 17 ؛ جد القيم القصوى (الكبرى والصغرى) المحلّية؛ مستعملاً 
اختبار المشتقّة الثانية حيث أمكن. 


8 تمه سار لإكسم)--رعار دقلا د وار 
© معددوار 8 كعمد زمار f(x)=cosx—x‏ 








"ردالة مشتقتها دالّة متزايدة. ارسم بيانًا ل عندما تكون: [1] 0>”/ ٣<0‏ 


69 “ردالة مشتقتها دالّة متناقصة. ارسم بيانًا /رعندما تكون: © 0>”/ ع 0< 


ارسم بيان دالّة [ يتضئن نقطة ((ء)/ ,») بحيث 0-)”ث. با حين أن ((©)/ ,6) 
اليست نقطة انقلاب. 





83 ارسم بيان الدالّة */-()/ وحدّد نقطة الانقلاب بيانيًا. هل المشتقّة الثانية (<)”/ 
معرّفة عند نقطة الانقلاب؟ وح جوابك. 

© حد قيم ه وط ء وك بحيث يكون للدالة التكميبية 4+ + 2م + مه -(2)/ قيمة كبرى 
محلية عند النقطة (3 ,3): وقيمة صغرى محلّية عند النقطة(1 ,5) ونقطة انقلاب عند 
النقطة (2 ,4). 

هبوط الطائرة باشرت طائرة صغيرة عملية الهبوط 
عندما كانت على ارتفاع كيلومتر واحد وعلى بعد 4 
كيلومترات من مدرج المطار (انظر الشكل المقابل). 
جد الدالّة التكميبية 4+يى + 2جط+ نمم - («)/ 





الإحداثي × لهذه النقطة هو متوسّط الأصفار الثلاثة للدالّة. 
صواب أم خطأ؛ 4 التمارين من 25 إلى 28 ؛ اذكر إن كانت المقولة صوابًا فعلَلّهء أو خطأ 
فأثيته بمثال مضاد. 





لبيان كل دالّة تكميبية نقطة اثقلاب واحدة. 





بيان الدالّة 1-(+)/ محدتب عثدما 0>+ ومققر عندما 0<« وله نقطة انقلاب 





عند 22-0 


إذا كان 0<()”/. فإن بیان ر مقر عند =× . 








إذا كان 0-(2)”/ ٠‏ فإن لبيان الدالّة /نقطة انقلاب عند 2=×. 





130 النصل 4 تطبيقات الاشتقاق 


سه 












الأهداف 
* يجد النهايات المحدودة عثد 
اللاتهاية. 
* يجد المحاذيات الأفقية لبيان 
نودت 
* يجد النهايات اللانهائية عند 
اللان 











المفردات لانهاناطدعملا 
المحاذيات الأفقية هام0 2ا1 
Asymplotes‏ 
المحاذيات الممودية لههث/عل/ا 
Asymptotes‏ 
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النهايات (الغايات) عند اللانهاية 
Limits at Infinity‏ 








هذا الدرس سلوك دالّة عندما يكبر 
× أو يصغر إلى ما لا نهاية له أو كما نمر 
عن ذلك مندما +× أو 

هه جب يُظهرالرسم المقابل بيان الدالة 
هق -()/ وبين أن قيمة (2)/. تقترب من 3 عندما يكبر × أويصغر إلى ما لا نهاية. 
يُمكنك التوصّل إلى النتيجة نفسها عدديًا كما هو مبيّن أدناه. 


< eT TT < 


x (e~ | -100| -10 | 1 |0| 1 10 | 100 [+ 



































دج | 29997 297 | ك1 | 0 | كذ | 297 (7وو299| 3 | تار 0 


1 
يتب (۰) رمد 0 < 


يوحي الجدول بان قيمة () ر تقترب من 5 متدما يتزايد من دون دود هخچ آوعندما 
يتناقص × من دون حدود (مه- ه بر) . نكتب هاتين النهايتين عند اللانهاية على الشكل التألي: 











3=( ل اہ( عند دای اسای 


3=(٭) ۶ ا نی (۰) عد العا رید 


المحاذيات الأفقية 





رأيناء به حالة الدالّة (*) ۴ ٠‏ أن بيان هذه الدالّة يقترب من المستقيم 3= أ عندما يتزايد × 
من دون حدود. ٠‏ تقول ها المستقيم أنه محاذٍ أفقي لبيان الدالّة. 


تعريف المحاذي الأفقي 
يكون المستقيم 4 حر محاذيًا أفقيًا لبيان الدالّة («)/ إذا كانه -(6)/ صنل أو » -()/. 
من ناحية أخرى. تتمتع النهايات عند اللانهاية بالخصائص نفسها التي تتمتع بها النهايات عند © =× 


حيث © عدد حقيقي. كما أن لها خصائص إضافية مثل: 
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سه 
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نهايات عند اللانهاية 
* إذا کان ۲ عدا نسبيًا موجبًاء فإن 0= يونا . 


* إذا کان ۶ عددًا نسبيًا سالبًا وكان × معرّهًا عند قيم × السالبة. فإن 0= ج يهنا . 
مقال [ إيجاد نهاية عند اللانهاية 


جد النهاية (ج-) lim‏ 







الحل يُمكنك أن تكتب بالاستناد إلى خصائص النهايات وإلى المبرهنة السابقة: 








جد النهاية هه 


مقال [8 إيجاد نهاية عند اللانهاية 





€ جد النهاية لج2 يوز . 
لل الحل لاحظ أن كلاً من البسط والمقام يكجه نحوهه+ عندما يتزايد × بشكل غير محدود. 
عندما تواجه صيفة غير معيّة هد مقا هلا 
كما المثال 2 . سيد lim‏ 





(FI) +‏ صلا x+1‏ سيم 
والمقام على أعلى قوة ل × اس 

اتتام أ إنها حالة من حالات عدم التعيين. لحل هذه المسألة. أي لرفع عدم التميين. اقسم كلاً من البسط 
امقام على ×. 











صظ -2 ست 






ET 


المستقيم 2= محاذ أفقي 
للدالّة من اليمين. إذا بحثت عن نهاية 
الدانّة عندما يتناقص × من دون حدود. 








فستجد أن 2-1-2 ال وأن المستقيم 2= هو أيضًا محاذ أفقي للدالّة من اليسار 





000 t2 
برق تج سوم‎ 





هه 
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مقال [8 مقارنة ثلاث دوال نسبية 


جد كلا من النهايات الثلاث التالية: 









8# اقسم كلاً من البسط والمقام على *دا. 
ک2 


5 3 
يوئر‎ 2S = im 
a1 ma 





تحديد المحاذيات الآفقية للدوال النسبية 
عندما لا يكون للبسط والمقام عامل مشترك 
ذا كانت درجة البسط أقل من درجة امقام فإن المستقيم 0= ر محاذ أفقي للدالّة. 
2. إذا تساوت درجة البسط ودرجة المقام؛ فإن المستقيم =« حيث 6 هو المعامل الرئيس 
اللبسط و ط المعامل الرئيس للمقام؛ هو محاذ أضقي للدالّة. 
3. إذا كانت درجة البسط أكبر من درجة المقام» فليس للدالّة محاذ أفقي. 


EV‏ - هل للدالّة عد = )مر محاذ أفتي؟ إذا كان الجواب «تعم», جد معادلته. 


لاحظت ب الأمثلة السابقة الأمر التالي: إذا كان المستقيم »= رأ محاذيًا أفقيًا للدالّة من اليمين. فهو 
أيضًا محاذ لها من اليسار. يصح هذا الأمر يذ كل الدوال النسبية. لكنه لا يصح بل دوال أ. 
يبن المثال 4. 
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ان 





535 
0 





إذن ةدر هومحاذ أفقي من جهة اليمين. 


8# إذا كان 0> يُمكنك أن تكتب =× . فإذا قسمت كلا من البسط والمقام على × تحصل على: 





3 
کب يمنا = 2ے 
E‏ 





دن 32 








الغايات اللانهائية +± 

هناك كثير من الدوال التي لا تفترب قيمها من نهاية محدودة عندما يتزايد × أو يتناقص من دون 
حدود. من هذه الدوال؛ الدوال الحدودية. تستعمل التعريفات أدناه لوصف سلوك الدوال الحدودية 
أو غيرها عند 4 





تعريف الغايات اللانهائية عند + 





بر الكتابة + -(:)/ فا عن أن قيمة (2)/ تتزايد من دون حدود عندما يتزايد × من 


دون حدود. 
2 عبر الكتابة /)×(=-٠١‏ صنل عن أن قيمة (×)/ تتناقص من دون حدود عندما يتزايد 


* من دون حدود. 
يتم تعريف الكتابتين + - ()/ وف و «-=(»)/ ونل بطريقة مشابهة. 


134 الفصل 4 تطبيقات 





الاشتقاق 
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0 ا إيجاد نهايات لا نهائية عتد “± 





جد كلا من النهايتين التاليتين: 





يتزايد × من دون حدود» فان × 





من دون حدود, مما يؤدي إلى += وين . 





ليم عندما يتناقص × من دون حدود. فإن *: يتناقص من دون حدود» مما يؤتي إلى 
«-- ”+ يوذل . يؤيّد بيان الدالّة *+ - ()/ . هذه النتائج. 


> "”" 5. جد كلأ من النهايتين التاليتين: 0 ** يفل im‏ 


د نهايات لا نهائية عند ± 
جد كلا من النهايتين التا 


1 عمس سير 


1 بر 


lim 22-4 8! 


کد کی 


























2= 
000 


[لآا + لك 2-64 جز - عفد مينر 


اسم 1+ مشر 











-(8)/ عند ± هونفسه سلوك الدالّة 
6-+2 -(+)م . سوف تتعلّم يذ الدرس اللاحق أن هذا الأمر يوصف بيانيًا بالقول إن المستقيم 
ذلك الرسم أعلاه. 


نياك ». جد کا من النمايتين اتی 0 تعمد و 
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2-4 
25 





سه 
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مقال [ إيجاد نهايات دوال مثلثية عند + 
جد كلا من النهايتين التاليتين: 


آلا lim sin‏ لظم عهلة مينر 


الحل 





ق عندما تتزايد قيمة × با 
هاو ئل غير موجودة. 


اه + تتردد 


لي بما أن 1> »اء 1- ويما أن 
0< عندما يسمى إلى صمي" 
فإن 1 عب لت . غير أن 
05 
إذنء وبالاستناد إلى مبرهنة 


السندويج: فا 





0= ر 


كما يؤكّد ذلك الرسم المقابل. 





lim ss [ limcosr O 





ك التمرينين 1 و 2 وخ بأسلوبك 


0-2 © ia / (=4 © 


التمارين من 3 إلى 6: حدّد بيان الدالة مستعملاً المحاذيات الأفقية كدليل. 


لنا 0 ع 1 








6 الفصل 4 تطبيقات الاشتقاق 
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کچ2 =( / 





im m 











بع 

is ©‏ ا 
4 

2-4) © 


o; © 


lim عممة‎ 





@ /دانة مستمرة تُحفّقَة -()ثر هيف . جد إن أمكن. (5)/, نل ب كل من الحالتين التاليتين: 
7 بيان الدالة أرمتناظر بالنسبة إلى المحور ر . 
بيان الدالة/متناظر بالنسبة إلى نقطة الأصل. 








= 9 





a‏ جهنم 


صواب أم خطأ؟ حذد ف التمرينين 23 وَ 24 إن كانت المقولة صوابًا فعللهء أو خطأ فأثبته بمثال 





مضاد. 


إذا كانت 0<(»)”/ أيّا تكن قيمة × فإن الدالّة / تتزايد من دون حدود. 





إذا كانت 2(>0)// أيّا تكن قيمة × . فإن الدانّة/ تتناقص من دون حدود. 
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سه 
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SEF 
اختبارجزد‎ 


7 ا تزايد الدوال وتناقصها 
33 حدّد فترات تزايد كل دالّة وفترات تناقصها. 


f(x)=x+cos2x(0<x<$) E 2 ها‎ f0=x*-x ا‎ 


Ba î‏ القيم القصوى 
أنشئ جدول التغيّرات لكل من الدوال التالية. وحدّد قيمها الكبرى وقيمها الصفرى المحلية. 
-3x‏ ف جه د وال ها x(-$<x<$)‏ 'معدهار 
يتب 8 نقاط الانقلاب 


3[ حدّد نقاط الانقلاب لكل من الدوال التالية وحدّد الفترات المفتوحة حيث الدالّة محدّبة وحيث هي مقثرة. 
O‏ مة- مد دوو (O<x<2)‏ وعد دور 





[€ جد قيمة كل من 53 وء علمًا بأن الدالة ع+2ط+ "مه -(*)/ لها نقطة انقلاب عند 1-- ؛ ومماس 


ممادلته 4-جة-دير. 31 
8 اذكر إن كانت المقولة صوابًا عله أوخطأ فأثبته بمثال مضاد. 

[1] النقطة (0 ,1) هي نقطة انقلاب للدالّة "(1-»)=(»)؟. 

[ إذا كان 6(<0)”/ ؛ فإن ميل ماس بيان الدالّة عند =× موجب. 


م [11![ النهايات اللانهائية 
83 حد كل نهاية. 
0-2 تو 
Ha‏ ع5 جر س ê E‏ صر 





7ب Ê‏ جدول التغیر 


يُبيّن الرسم أدناه بيان دالة (2)/. أكمل الجدول أدناه 
جات 0 


0 | f | f 















































الأهداف 
* يحلل دال ويرسم بيائها 


المفردات yإدااطةءه۷‏ 
محاذ ماثل عامتستوعم مدای 









رسم بيانات الدوال 
Curve Sketching‏ 


تحليل بيانات الدوال 


من الصعوبة بمكان أن تتجاهل أهمية استعمال بيانات الدوال 2 الرياضيات. ساهمت الهندسة 
بشكل ملموس بك التطور السريع لحساب التفاشل 
أواسط القرن السابع عشر بداياته. وقد عبّر عالم الرياضيات الفرنسي 





التحليلية. التي أدخلها العالم الم 
والتكامل الذي شهد 


نسي ديكار: 
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لاغرانج ٥ع«ةعة]‏ عن هذا الأمر بقوله «عندما كان كل من الجبر والهندسة يسبح ب4 فلكه الخاص. 





کان 
ان 
الآخر. وأن يُكملا مسيرة مشتركة نحو الكمال». 


دم كل منهما بطيئا وتطبيقاته قليلة. شكّل التقاؤهما مناسبة لكل منهما أن يتفن 





تعلمت حتى الآن كثيرًا من المفاهيم التي تساعد على تحليل بيانات الدوال. 


* التقاطمات مع محوري الإحداثيات. 
* التناظر. 
* المجال والمدى (4 بعض الحالات). 


الاستمرارية. 








* القيم القصوى المحلية. 
* نقاط الانقلاب. 
* المحاذيات. 


* النهايات عند اللانهاية. 


عندما ترسم بيان دال باليد (أو باستعمال حاسبة بيانية). 





من الواضح أن الرسم الثاني يمل الدالّة بشكل أفضل. لكن هل ۾ 
هناك رسم ثالث يُظهر أجزاء مهمة من بيان الدالّة؟ للإجابة 
عن هذا السؤال؛ يلزمك استعمال حساب التفاضل لكي تفر 
المشتفّة الأولى والمشتمّة الثائية للدالّة. 











T00 


نی من حيوية 


اه 





أ 





فيما يلي توجيهات لكي تحدّد جيدًا جزء بيان الدانّة الذي تُظهره برسمك. يجب أن يبيّن هذا الجزء 





العناصر الواردة ب هذه التوجيها. 


سه 
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الفصل 4 تطبيقات 
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توجيهات لتحليل بيان الدالّة 


1. حذد مجال الدالة. 
2. حدّد تقاطعات الدالّة مع محوري الإحداثيات والمحاذيات والتناظر. 





3 حدّد قيم × الت ()// و (::)”/ تساوي 0 أو غير موجودة. استعمل هذه 





القيم القصوى المحلية للدالّة ونقاط انقلابها. 


مثكال mH‏ رسم بیان دال تسبي 










)2-9( 
ارسم بیان الداثّة (x)=‏ 








الحل 
المشتقّة الأولى: 

7 20x? )ره قل سرف‎ 20x 
x)= 2 
مك‎ 4F AF 
المشتقّة الثانية:‎ 


02 





- آي عندما ۲=43. نقطتا تقاطع أفقي: | 





التقاطمات الأفقية: 0=(×) ۶ عندما 0 
(3,0-) 3,0(5 
التقاطمات العمودية:هناا +.ه)-(م/ (o.‏ 

المحاذيات العمودية: لإيجاد امُحاذيات المموديةء حل 4=0- + فتحصل على 42=× . 
محاذيان عموديان 2-=× و 2=× 

المحاذيات الأفقية: بما أن للبسط والمقام الدرجة نفسها فإن المحاذي الأفقي هو 2= 
القيم الحرجة: هناك قيمة واحدة تجمل المشتقة يساوي 0. إنها 0= . 

نقاط الإنقلاب : لا توجد لأن 0*(<)””/ أيا كانت قيمة × مجال الدالة. 
































المجال: جميع الأعداد ١‏ ة باستثناء تلك التي محل المقام إلى 0. إنها. 2- 
التناظر: بيان الدالة متناظر بالنسبة للمحور للأن الدالة زوجية 
ریم 2-9 9 
EE‏ 
فترات الاختبار وقيمه : ]2- ,مم[ ,2-.0. ]2 ,2.[0, ]+ 





استعمال فترات الاختبار وقيمه لتحديد خصائص بيان الدالة الظاهر أعلاه. 


جدول الشتقة الأولى 





























Xx |e 2 0 2 + 
5 -_ آٍ‎ -_ 0 5 3 3 
مر‎ | sS هخ‎ x ¢ 3 
الاشتقاق‎ 
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Xx | se =2 0‏ 
0 35 0 + ماسر 
U 3‏ 3 مر 
x f) f)‏ 
غير معرّف_ | غيرمعرف | غير معرّف 
0 45 
غير معرّف | غير معرف | غير معرّف 
3-2 
لتحجك- مار 
المشتقّة الأولى: ر المشتقّة الثانية: د f"‏ 
التقاطمات الأفقية: لا يوجد التقاطمات العمودية: (2- ,0) 
المحاذيات العمودية:2=× المحاذيات الأفقية: لا يوجد 





=4 ٠ 






القيم الحرجة 
المجال: 


نقاط الانقلاب: لا يوجد 





فترات الاختبار وقيمه: ]0 ,-- [ 0 .]2 ,0[: 2 :]4 ,2[ :4 ؛ ]+ .4[ 
ن الجدول كيفية استعمال فترات وقيم الاختبار لتحديد خصائص بيان الدالة. 









3 10) f 
e <x<0 1 3 
0د‎ 0 5 
0<x<2 = 
=2 غير معرّف | غيرمعرّف | غيرمعرف‎ 
2<x<4 5 + 
1 6 0 : 
4<x<+e0 + 4 
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به 


EV‏ - ارسم بيان الداثة فخو كيد = ربار. 


المحاذيات المائلة 

به المثال 2. ليس لبيان الدالّة محاذ أفقي. لكن له محاذيًا 
مائلاً. لبيان الدانّة النسبية (التي لا عوامل مشتركة بين 
بسطها ومقامها. ودرجة مقامها لا تقل عن 1) محاذٍ مائل 
إذا زادت درجة البسط على درجة المقام 1 فقط. لإيجاد 
المحاذي المائل استعمل القسمة المطؤلة لكتابة معادلة 
الدالّة كمجموع حدودية من الدرجة الأولى ودالّة نسبية 
أخرى درجة بسطها أقل من درجة مقامها 


2+4 





f‏ اكتب معادثة الدائة 





3206 (=+ 


2/12/15 





يُلخص البيان المقابل معطيات الجدول أعلاه والمحاذي المائل ددر 






متقال [3] سم بیان دائة جذرية 


6 





= لا. ليس للدالّة قيم حرجة. وهناك احتمال أ, 


يكون لها نقطة انقلاب واحدة (عند 0=×). 
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مجال الدانّة هو مجموعة الأعداد الحقيقية كلها وبيانها متناظر بالنسبة إلى نقطة الأصل. 


خاصضية البيان للك 9 
متزاید. مقر + 
نقطة انقلاب 0 ص 
متزاید. محدّب + 

















142 الفصل 4 تطبيقات الاشتقاق 





H9 


























ارسم بيان الدانّة 64- ×48 + *12- 
الحل 

ة الأولى: *(4-×)(1- »)4 - (ع)*ل 
ة الثانية: (2-)(4 -)12-()”/ 
التقاطعات الأفقية: (0 ,0) و (4.0) 
التقاطمات العمودية: (0 ,0) 















المحاذيات العمودية: لا توجد 






ار 
القيمتان الحرجتان: 1=× و 4= × 

نقاط الانقلاب الممكنة: 2= و 2-4 
المجال: مجموعة الأعداد ١‏ 





فترات الاختبار وقيمه: ]1 ,-[. 1 , ]2 ,1| 
خاضية البيان (x)‏ 
متناقص, مقر چ 
قيمة صغرى محلّية + 0 

متزايد؛ مقر + + 

نقطة انقلاب 0 + 
2<x<4 +‏ 
x=4 0 0‏ 
ب م+ »ع >4 























اللدالّة الحدودية ‏ المثال 4. قيمة صغرى محلية واحدة وليس لها قيم كبرى محلية. بصورة 
عامّة. يُمكن لدانّة حدودية من الدرجة ۸ أن يكون لها 72-1 قيمة قصوى محلية على الأكثر 
2-23 نقطة انقلاب على الأكثر. يُضاف إلى ذلك أن الدوال الحدودية الزوجية الدرجة لها 
قيمة قصوى محلية على الأقل. 

تذكر ما تعلمته عن الدوال الحدودية 4 الصف العاشر. تذكر أن سلوك الدالّة عند اللانهاية 
يتحدّد بدرجة الدالّة وبإشارة المعامل الرئيس. فبيان دا 
الاقتراب من هما لآن معامله الرئيس موجب. و: 
لأن درجته زوجية. 


/)( - 5+" - ارسم بیان »د15‎ + EV 


المثال 4 . يتزايد من دون حدود مع 


ايد من دون حدود مع الاقتراب من ه- 


4-4 رسم بيانات الدوال ‏ 143 
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بما أن الدالة دورية ودورتها 27 تستطيع حصر دراستها به طولها ۰27 اختر الفترة 





عد 
ان 
* المجال: مجموعة الأعداد الحقيقية باستثناء 4+7 =+ حيث 162 
عه الأولى؛ 1عفد = () (1-i) ak ٠‏ 
* المشتقة الأولى: 1جق =(») ۶ * المشتقة انثا م( )”ر 
cos x cos x‏ 








* الزمن الدوري: 2# * التقاطمات الأفقية: (2.0) * التقاطعات العمودية: (1.0)' 


* المحاذيات العمودية 


* المحاذيات الأفقية: لا يوجد القيم الحرجة: لا يوجد 





و = 


u 


* نقاط الانقلاب الممكنة: =× 


اد 


ترات الاختبار وقيمه ]3.3[ £ ]5.25[ . 





اخاضية البيان )"1 )40 ال x‏ | 
4 8 3 ف 37 © 
محا عمودي غير معرّف | غيرمعرّف | غير معرّف 
متناقص, مقمّر + 
غير مغرف 0 4 غير معرف 
متناقصء محب _- ب 
محاذ عمودي | غيرمعرّف | غيرمعرّف | غيرميررف 
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قراءة بيانية يُظهر الرسم أدناه بيان الدالة. 





] آي قيم د × تجمل قيمة (×) ”/نساوي 50 تجعل قيم ()”/. موجبة؟ سالبة8 


بآ أي قيم د × تجعل قيمة ()”/ تساوي 50 تجعل قيم (×)”/ موجبة؟ سالبة؟ 


على أي فترة تكون المشتقة (×)”/ متزا 





[] أي قيمة د« تجمل (»)'/ تتخذ قيمتها الصغرى؟ قارن بين معدل تفي ر عند هذه القيمة. 
ومعدّل تفير رعشد القيم الأخرى ل . أوضح جوابك. 


2 التمارين من 6 إلى 14: ارسم بيان الدالة. 


© )ر 





oa‏ سف 
“مد دمر 6 4+ "2= زمار 
© اتحمادومر 





هل يُمكن لبيان دالّة أن يقطع أحد محاذياتها العمودية؟ وضّح جوابك. 


هل يُمكن لبيان دالّة أن يقطع أحد محاذياتها الأفقية؟ 





توحي معادلة الدالّة كدر أن لها محاذيًا عموديًا. ما معادلته؟ ارسم بيان هذه الدالّة 


وتحقّق من أنها لا تملك محاذيًا عموديًا. كيف تفسّر الأمرة 
افكرة التمرينين 16 و 17ء جد دانة تستجيب للشروط الممينة. 
@ للد اة محاذ عمودي معادلته .5-5 ومحاذ أفقي معادلته 0-ر: 


3 للد اله محاذ عمودي معادلته .5 =× ومحاذ مائل معادلته 2+×3=ر. 


الفصل 4 تطبيقات الاشتقاق 


سوهت 
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0 هل البيان متناظرة حدّد التناظر إذا كان كذلك. 


(2] هل الداثة دورية؟ حدّد زمنها الدوري إذا كانت كذلك. 
[2] حدّد القيم القصوى للدالة ‏ الفترة ]1 ,1-[. 
[2] هل ترى نقاط انقلاب للدالّة ‏ الفترة ]1 ,0[؟ ما عددها؟ 


4-4 رسم بيانات الدوال .147 
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البحث عن الحلول المثلى 
Optimization‏ (الأمتلية) 


الأهداف مسائل القيم الصغرى والقيم الكبرى 
ال ان ن أهم تطبيقات حساب التفاضل حل مسائل القيم الصغرى والقيم الكبرى. لا شك أنك سمعت 
سای ازام كبري من أهم ب التفاضل حل مسائل القيم الصغرى والقيم الكبرى. لا شك أنك 








اتعابير مثل الأكثر ربحًا أو الأقلٌ كلفة وغيرها. قبل التوسّع ب الأمر توقّف عند المثال التالي: 


مقال ¥ تحديد العلبة الأكبرحجمًا 





يعمل أحد المهندسين ‏ أحد المصانع على تصميم علبة مفتوحة من أعلى وقاعدتها مربعة على 
أن تكون مساحتها ”675677 كما هو مبيْن ب الشكل إلى اليمين. أي قياسات يجب أن يختار لكي 
يكون حجم العلبة هو الأكبرة 


الحل 
بما أن قاعدة العلبة مربعة. فإن حجمها . 2*8 = ۷ مى هذه المعادلة المعادلة الأولية 
للمسألة. لأنها توقّر صيغة لحساب ما يتوجب إيجاد قيمته الكبرى. من ناحية أخرى. مساحة 





S= x? +4xh= 615 





الانطلاق إلى تحديد قيم × التي تؤمٌن الحجم الأكبر. حدّد مجال المنفعة. أي القيم التي يُمكن 
نها ×. تعرف أن × غير سالب. وأن مساحة القاعدة ”+ لا تتجاوز 675 .إذا 5/575 « > 0 . 








لكي يحصل المهندس على الحجم الأكبر عليه إيجاد قيم × التي تجمل الد اة كاك = (») /1 
تشخذ قيمة كبرى. من أجل ذلك. ابدأ بإيجاد المشتقّة (×)۷ وحل المعادلة 0- ()”/1. 





(x)= Sa 
34 = 5 


5 ثير 
15 





أو 15=× 

القيمتان الحرجتان هما 15-= × 15= ×. عليك أن تُهمل القيمة 15- 
للتأكد من أن القيمة الحرجة 15 =× تعود إلى قيمة كبرى للدالّة. استعمل اختبار المشتقّة الثانية. 
(<)”/ و قيمتها عند 15 -+ هي 

0 > 45 - - (4)15- - (17”)15؛ إذن تعود هذه النقطة الحرجة إلى قيمة كبرى محلية للدالّة. 








المشتقة الثانية للدالّة هي +4 





148 الفصل 4 تطبيقات الاشتقاق 


سه 
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يختار المهندس ضلع القاعدة هه 15 وارتفاع العلبة ددن 75 = *5لد415 = ٠‏ . الحجم الأكبر هو 
15x15x7.5=1687.Scm?‏ 


2 - يعمل مهندس 4 أحد المصائح 
على تصميم علبة مفتوحة من جيه 08 
أعلى وقاعدتها مرة باستعمال 5 
قطعة مربّعة. من الكرتون | 


ضلعها مات 24 عبر قص 4 2 
مربعات» عند الزوايا. ضلع الواحد منها × . ثم طي الجوانب. آي قيمة ل × ينبغي 
أن يختار لكي يكون حجم العلبة أكبر ما يُمكن؟ 









بالعودة إلى المثال 1؛ عليك أن تعرف. 





لباشرة بالحل» أن علبًا كثيرة مساحتها 
ص675 . ابدأ بالتساؤل عن هيئة العلبة التي لها الحجم الأكبر: هل هي مرتفعة أم قليلة 
الارتفاع أم قربية من المكقب؟ 


ريما كان من المفيد أن تبدأ 
بحساب حجوم عدد من 
العلب» كما هو مبيّن ب الصور 


أدناه. لكي تتكون لديك فكرة 
تقريبية عن الحل. تذكّر أنك 
لن تكون قادرًا على البدء بحل 


المسألة إن لم تدرك ما هو 
الله a‏ چ > 


فيما يلي خطوط عامّة لما ينبغي أن تقوم به لتحلّ مثل هذه المسألة. 
لحل مسألة من مسائل القيم القصوى: 


1. حدّد جميع القيم المعطاة وجميع القيم المطلوب إيجادها. ارسم مخطّطًا إن أمكن. 
2 اكتب معادلة أولية للكمية التي عليك أن تحسب قيمة قصوى لها. 





3. أعد كتابة المعادلة الأؤلية بحيث لا تتضمّن المعادلة الجديدة إلا متغيّرًا حرا واحدًا. قد يلزمك 
استعمال معادلات ثانوية تربط بين المتفيّرات الحرة ب4 المعادلة الأولية. 
4 حدّد فترة المنفعة للمعادلة الأؤلية. أي حدّد قيم المتغيّرات التي تجعل المسألة ذات معنى. 





in 


حدّد القيمة الكبرى أو القيمة الصغرى المطلوبة باستعمال 
تعلمتها ب4 الدروس السابقة. 


حساب التفاضل التي 


مقال [# إيجاد السافة الأقصر 


| جد نقاط القطع المكافئ *×-4 -(:)/ الأقرب إلى النقطة (0,2). 





5-4 البحث عن الحلول المثلى (الا 


سه 
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الحل 
يُظهر الرسم المقابل أن هناك نقطتين على القطع المكاضئ 

تبعدان أقل مسافة ممكنة عن النقطة (2 ,0) . ابدأ بحساب 
المسافة بين النقطة (2 ,0) ونقطة ((2)/ ,) على القطع المكاف. 


4+ رل = (2- قرسه)+ = (2- )+ (0-») -ه 


بما أن4 تثخذ أقل قيمة لها عندما يثخذ المقدار المجذور أقل قيمة 
له. فلتجد القيم الحرجة للدالّة 4+ ب3 - “ح - («)م 





جد مشتقّة الدالّة م ثم حل المعادلة ‏ 0-(*)/م. 


(3- مو)عة -6x=‏ ثيه - ضراع 














مداع 
مدع قل =× سدم 
ص 8 0 ]ع 
5 ا 5 1 3 1 3 0 
بين الجدول أن النقطتين الحرجتين EEE‏ 3 + تحدّد كل منهما قيمة صفرى 6 


للدالّة. لتحديد النقاط التي تُشْكّل حل المسألة؛ جد المسافة بين النقطة (2 ,0) وكل من النقاط 


«منكاة (لإلحان )۴)4 سيد ان تین 


|[7,-)/..7-) ف |[3.),/7/,) هما الحل. وأن المسافة بين كل منهما والنقطة (0,2) 





تساوي 1.45 تقرييًا 





10, -1( جد نقاط القطع المكافئ 2- *+ - ()/ الأقرب إلى النقطة‎ - EV 
مقال [03] إيجاد الطول الأقصر‎ 
لب إلى أحد المهتدسين‎ 
ل 15 بسلك معدني إلى نقطة تقع بينهما كما هو‎ 
الرسم المقابل. إلى أي نقطة بين العمودين عليه أن يربط‎ 
طري السلكين لكي يكون مجموع تربيعي طوليهما أقل ما‎ 
56 يُمكن علمًا بأن ارتفاعي العمودين هما جد 14 و ص‎ 





150 الفصل 4 تطبيقات الا 
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الحل 

ارمز بالمتغيّر × إلى بعد النقطة عن العمود الأقصر. معك: 
36+ = ر و 142+ 2(م-15)- 22 

المقدار المطلوب جمله يأخذ القيمة الأقل هو 22+ ر. 


30+7 - ترد 142+ (-15)+ 36+ ترد + تردرم) ل 

الإيجاد قيمة . * التي تُعطي (:)/ قيمتها الصغرى. علينا حل المعادلة 0-()”/ , غير أن 
4-0-(4)// . إِذاء تأخذ (<)/ قيمتها الصغرى عند كط أي عندما تكون النقطة بط 
المنتصف بين العمودين. 





7 ل مجموع محيطي مثلث متساوي الأضلاع ومربع يساوي 10 أمتار. جد طول ضلع كل 
منهما لكي يكون مجموع مساحتهما أقل ما يُمكن. 


تان لير 
جد طول وعرض امُستطيل الأكبر مساحة الذي يُمكنك رسمه داخل نصف دائرة قطرها 10 أمتار. 
الحل 
يُمكننا اختيار مستوإحداثي بحيث تقع نصف الدائرة فوق 
المحور × مع كون مركزها 4 نقطة الأصل. معادلة الداثرة 
التي مركزها نقطة الأصل ونصف قطرها 5 هي 
25= 2+ 2 فتكون معادلة نصف الداثرة العلوي 
1/252 -:ر. إذا كانت النقظة(ا ,) أحد رؤوس 
المستطيل على نصف الداثرة؛ فإن مساحة المستطيل تُساوي 25-2/+ د بود -4.. مساحة 
المستطيل دالة بدلالة . × تأخذ قيمتها الكبرى عندما يأخذ هذا المتغيّر قيمة تُحَول مشتقتها إلى 


0. مشتقة هذه الدالة هي : 
أ وود ) 25#( 25-2 روث 
as:‏ 
إلى 0 هي جذرا المعادلة 0= 25-2 آي 2لک ج =× . قيمة ار 


= 25-2/-نر. طول المستطيل هو 5:/2-*2-.1 وعرضه هو 






























e e 
0 الذي يُمكنك رسمه داخل نصف داثرة‎ 
نصف قطرها”. أ‎ 
| مقال [8 إيجاد اساحة الأقل‎ 
jon يعمل أحد اللستمين  الطباعة على تصميم صفحة مستطيلة,‎ 


تكون المساحة المخصّصة فيها للطبع اء 150 ويكون عرض كل من 
الهامشين الأعلى والأدنى دده 3 وعرض كل من الهامشين الأيمن والأيسر 20 . كم عليه أن 
يختار طول الصفحة وعرضها لكي يستهلك أقل كمية ممكنة من الورق؟ 


5-4 البحث عن الحلول المثلى (الأمثلية) 151 
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الحل 


ارمز ب × إلى طول المساحة المخصصة للطيع. و ي « إلى عرضها. 
وارمز ب 4 لمساحة الورقة. 

(4+«)(6+×) =4 . × ريرتيطان بالملاقة 2-150« 
مما يسمح بكتابة ۸ كدانّة بدلالة × 


A(x) =(x+6)( Ê + 4)= 174+ 4x + 3Ê 





فترة المنفعة ب هذه المسألة هي مجموعة الأعداد ا 


الموجبة. مشتقة الداّة ()م هي؛ 4-949 =() ۸ 





وقيمها الحرجة هي جذور المعادلة 


تقريبًا. الجذر السالب لا معنى له. 


4-3 -('4. . لهذه المعادلة جذران هما 215 


أن طول الصفحة وعرضها هما "21 





150 
4 زه كم . 
تكد نهد | 





يعمل أحد المصمّمين ‏ الطباعة على تصميم صفحة ة تكون المساحة المخصصة 
فيها للطبع «»ء 256 ويكون عرض كل من الهوامش الأربعة «ت 3 . كم عليه أن يختار طول 
الصفحة وعرضها لكي يستهلك أقل كمية ممكنة من الورق؟ 


93 جد عددين مجموعهما 5 بحيث يكون ناتج ضربهما أكبر ما يُمكن. 


© جد عددين موجبين ناتج ضربهما 192 بحيث يكون مجموع الأول 3 أضعاف الثاني أصغر ما يُمكن. 





جد عددين بحيث يكون مجموع الأول وضعفي الثاني 100 . وناتج ضربهما أكبر ما يُمكن. 


[€ جد طول مستطيل وعرضه بحيث تكون مساحته أكبر ما يُمكن علمًا بأن محيطه ص 100. 


4 التمرينين 5 َ6: جد نقطة بيان الدالّة الأقرب إلى النقطة المعطاة. 


© = 4.0/0( © "دمي 13 








حركة مرور تشكل الدالّة 2 =(«)۴ نموذجا لدراسة معدل حركة المرور 
22+002 
(عدد السيارات ‏ الثانية) على طريق مزدحم: حيث يرمز ۷ إلى سرعة السير على هذا 


الطريق. أي سرعة تجعل هذا المعدّل أكبر ما يُمكن5 








® يُخطّط مزارع لتسييج مساحة مستطيلة من الأرض على ضفة النهر بغية تأمين حقل من المشب 


الفصل 4 تطبيقات 








يقتات منه قطيع الغنم. كم عليه أن يختار طول هذا المستطيل وعرضه لكي يكون طول السياج أقصر 
ما يُمكن. علمًا بأن مساحة الأرض المسيجة يجب أن تكون ص 000 180 وأن المزارع ١‏ 
من جهة النهرة 





الاشتقاق 
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8 المساحة الأكبر تتكون النافذة النورمائدية من 








يُبِيّن الرسم المقابل. جد أكبر مساحة ممكنة 
نورماندية محيط مستطيلها = 6 . 











/ ا 
i‏ 
TF IT‏ 
/ 
E‏ 
x‏ 8 
اسه أ 



































[1] اكتب مقدارًا بدلالة × يمل المسافة العمودية 4 بين بيانّي الدال 
التفاضل لتحديد قيمة × التي تجمل هذه المسافة أكبر ما يُمكن. 
[ج] جد معادلتي المماسّين للبياتين عندما يساوي × القيمة التي وجدتها به السؤال ب. ارسم 


علد . واستميل خساپ 








يتخذ خزان صغير شكل أسطوانة تنتهي بنصف كرة عند كل قاعدة من قاعدتيها. الحجم الكلّي 
لهذا الخزان هو * 12. جد نصف قطر الأسطوانة الذي يون أقل مساحة سطحية للخزا 





يتخذ خزان صناعي شكلاً مشابمًا لشكل الخزان به التمرين السابق. وحجمه *310. تبلغ كلفة 
نصفي الكرة بالمتر المربع ضعف كلفة الأسطوانة. جد قياسات الخزان التي تتطلب أقل كلفة. 





مستطيل محيطه 73 20. جد طوله وعرضه لكي تكون مساحته أكبر ما يمكن. هل هناك 


قيم لطول المستطيل وعرضه تجعل مساحته أقل ما يمكن؟ أوضح جوابك. 


أسطوانة موجودة داخل كرة نصف قطرها ۷/3 كما بين 
ذلك الرسم المقابل. جد ارتفاع الأسطوانة ونصف 
قطرها لكي يكون حجمها أكبر ما يُمكن. 





5-4 البحث عن الحلول المثلى (الأه 
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3 عرف القيمة الحرجة لدالّة. وارسم بيان دالة يُظهر مختلف أنواع القيم الحرجة. 



































.7)4( جد‎ O 
جا جد (ق-ال.‎ 


ج] مثل بيانيًا معطيات الجدول وارسم بيان الدالّة/على الفترة [6 ,6-]. ما أقل عدد 
الحرجة العائدة إلى الداثة به هذه الفترة؟ أوضح ذلك. 





[2] هل توجد قيمة واحدة ء على الأقل من قيم 3 الفترة ]6 ,6-[ تحقّق 1->-()”/ 5 أوضح ذلك. 








هل يُمكن للنهاية ()/ 1 أل تكون موجودة؟ أوضح ذلك. 


التمرينين 43 ؛ حذد القيم الحرجة (إن كانت موجودة) وفترات تزايد الدالّة وفترات 
تناقصها. 





(قسم) “)مار € +× =n‏ (م)م/ على الفترة 





[0,2] 
التمرينين 5 و 6: حذد نقاط الانقلاب؛ وناقش تقغر وتحذب بيان الدالّة. 
cox ©‏ +× =( )۶ على الفترة [0,2] © )4-<( /=(x+27‏ 
استعمل؛ ب4 التمرينين 7 وَ 8 اختبار المشتقّة الثانية لتجد جميع القيم القصوى. 
(عس) دور © اهدصر 





154 الفصل 4 تطبيقات الاشتقاق 
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التمارين من 9 إلى 16 جد النهاية المطلوبة إن وجدت. 
ا 2 عه 
اه a;‏ © يتمد 
2 لثما 5 
as ©‏ © جوم 


lim 


چ 


جبنم 


© سس 








التمارين من 17 إلى 20 جد جميع المحاذيات الأفقية والعمودية لبيان الدالة. 








2= © دمر 
© 2-2= =( 





التمارين من 21 إلى 72 ارسم بيان الدالة. 


- © 





f= 16-x* 





fON=4x" 





۵= 





=|» - |+| -3| 





مسافات كانت الباخرة 4 على بعد إk‏ 100 عن الباخرة 8 لجهة الشرق. رانك الباخرة يجن 
باتجاه الغرب بسرعة معدّلها ۲/"» 12 والبا. تبحر جثوبًا بسرعة ۳/1 ) 10 . 
ستكون الباخرتان على أقرب مسافة ممكنة؟ وما هي المسافة؟ 





يه بقع ضلما الزاوية القائمة ب مثلث قائم على محوري الإحداثيات ويمر وتره ‏ النقطة (8 ,1) . جد 
رؤوس هذا المثلث بحيث تكون مساحته أقل ما يُمكن. 


مرت سن فكلا 
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3 آي من الدوال التالية لها قيمتان قصويان فقطة 


f()=x +6x-5 f(0=x"-6x+! 





۵=|x-2| له‎ 





f(=x+ln J(O=tanx [3]‏ 
3 على أي فترة تكون الدائة **ء=(») ر متناقصة؟ 


E‏ ]4 ,م 2.4 ® J.[‏ غير مو جودة 





0 





إذا كان 4>0 ٠‏ يكون بيان الدالّة 5+*4 + 32 + *ده-()/ مققرًا على الفترة: 
هدس هإيسز fd‏ مير هد 


الإحداثيات × لنقاط انقلاب الدالّة ‏ 7+بّ3+ “م5 “-()/ ؛ هي: 











0 0فقط 1 فقط 3فقط | [2] 330 [ه 130 





33 أي مما يلي يسمح لك بالقول إن لبيان الدانّة/نقطة انقلاب عند »=× 5 





=( ©)”/ غير موجودة 





1] للمشتقّة “/ قيمة كبرى 


[ثا تتغيّر إشارة (۸) f‏ عند دع [ه] ۶ دالّة حدودية من الدرجة الثالثة و .٠=0‏ 





3 مجموع عددين موجبين 60. ما أكبر قيمة ممكنة لناتج ضرب أحدهما ب4 تربيع الآخرة 


36 000 32000] 27000 2 3600 E] 3481 MO 


مثلث قائم طول وتره 10: ما أكبر قيمة ممكنة لمساحتهة 





Bl 48 E 252 25 24 2‏ 50 
[€ المستطيل الأحمر مُحاط بالقطع المكافئ *<4 دير والقطع المكافئٌ *-30=ر. 

ما أكبر مساحة ممكنة لهذا المستطيل؟ 

402 50 كه‎ 302 E مد‎ 9 200/2 O 





6 تحضير للاختيبار 
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[ یتزاید حجم مکقب بمعدّل 24٥۳/۵‏ بينما يتزايد طول ضلعه بمعدّل هنتم / 2٥‏ . 
ما طول ضلع المكعب5 
4cm 12cm E 22em 2cm O‏ 

للك يتزايد حجم مكقب بمعدّل «نص/ 24۳ بينما تتزايد مساحته السطحية بمعدّل صنص/ 126 
ما طول ضلع المكقب5 
2em‏ جا 8em E] 4cm 12em E 22cm‏ 


€ تتحرّك نقطة على دائرة الوحدة. كانت سرعتها الأفقية 3-كْك عند النقطة (0.8 ,0.6 
ما سرعتها العمودية ج عند هذه النقطةة 


لنا 3.875- [عا 335- 8 225- 2 375 [5 3.875 


تعضير للاختيار 157 
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HS O 
تطؤر فن صنع الفخاريات ا كثير من‎ 
البلدان ولا يزال قائمًا حتى اليوم.‎ 
يُشكْل بیان الدالّة‎ 


مله 2 +5.0در حيث 0558# . 
الهيئة الجاتبية لوعاء من الغضارء حيث 
يرمز إلى الارتفاع ( بالإنش) ويرمزر إلى 
نصف القطر هتد الارتفاع :د. عتتعت 
قاعدة الوعاء ووضعت على الطاولة 
الدؤارة. ما كمّية الصلصال التي يجب 
إضافتها إلى القاعدة لإتشاء هذا الوعاء 
علمًاء بأن نصف القطر الداخلي يقل دائمًا 


¥ المُفُرّدات 
اريط عل عيازة ‏ العمود الأيمن قاي رها العمو لير 
€ 1. مشتفة الدالّة /رعنده-:[]] نهايا 


ا عتدما يسعى/ إلى 0. 
[2] ناتج قسمة التغيّر بلالاعلى التفير ب . 
[ه] أكبر قيمة تشخذها دالّة على فترة. 
[و] دالة يُمكن رسم بيانها بالقلم دون الاضطرار إلى رفعه. 


جد المجموع ...+١‏ +1+2= ره بدلالة 7 حيث 1 عدد صحيح موجب. 


أن 241 


ت. باستعمال الاستقراء 


© 


أن للدالتين E EEE‏ حقيقي. ۱ 


& إذا كانت(2)/ مشتقّة الدالّة (2): فما مشتقّة الدالّة ©+()»-()/ حيث € عدد حقيقي؟ 


”يك قواعد الاشتقاق 
التمارين من 7 إلى 12: جد مشتقة الدالة. 


© حسبت دمر جمماجاد وم -عملة- هار 
f(=e"n+D EO‏ 9 «مدعور 12 = 


ليك النهايات 


اكتب على أبسط صورة. 


lim ميت‎ 
- 
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= + ...+ 22+ 12 حيث اعدد صحيح موجب. 
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التكامل غيرا محدّد 


Indefinite Integral 


الأهداف 


إيجاد دوال أصلية: جد الدالّة (7)2 التي ولّدت المشتقة. 


» يستعمل كتابة التكامل غير 
المحدّد للتعبير عن الدالّة 
الأصلية. . 1 عدوم 2 عدوم 3 تددو" 
» يجد الدوال الأسلية 


F(O=eosx 5 





كيف وجدت هذه الدوال؟ 





المفردات //داطمعملا 

AR dervive الدالة الأصلية‎ 

التكامل غير المحدّد 1080016 تعلمت بك الدروس السابقة كيف تنتقل من دالة معلومة إلى مشتقتها. لكنء هل تساءلت يومًا إن كان 
"68" بوسعك إيجاد دالّة عرفت مشتقتها؟ 


ثابت التكامل ١ ١ Constant ol‏ 
0 سوف تتعلم ‏ هذا الدرس ما يلي: إذا كانت" دانّة مستمرة يمكن إيجاد دانّة ‏ قابلة للاث 


بحيث تكون / مشتفتها. تسمَى هذه الداة ۴ دالة أصلية للدالة/. سوف تتملّم أيضا بعض القواعد 
التي تساعدك على إيجاد جميع الدوال الأصلية لد اة معيّثة. 


الدانة الأصلية 








| الدالة الأصلية 


ل من تي لمشتف انها دالة أصلّية للدالة مإذا كانت مشتقة ۴ تساوي. ا 


معيّنة5 الجواب عن هذا السؤال بسيط جدًا. فجميع الدوال 
الثابتة هي دوال أصلية للدالة 0-(2)/. 







إذا كانت (»)۴ دالّة أصلية للد اة (») ۶ : فإن الدالة ©+()7/-()6 . حيث © عدد 
دالة أصلية للدانّة )/. 





يكفي إيجاد مشتقّة الدالة © +(7)2/-(6)8 لإثبات هذه المبرهنة. 


يستممل العاملون ا حقل الرياضيات الرمز عهمار] اللدلاة على أي دالة أصلية للد الَة(»)/. وهم 
يُسمّون هذا الرمز التكامل غير المحذد للدالّة (2)/. 


0 الفصل 5 التكامل 
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اد دالّة أصلية 

جد 4 | 

الحل 

إذا تذكرت قاعدة اشتقاق دوال القوة 
النوع ”.د - ()5. لكن مشتقّة هذه الا 









وجود العدد© . يهدف وجود هذا العدد الثابت للتذكير بآن دالتير 


إحداهما عن الأخرى بزيادة عدد 


1 >1 67 


تدل العلاقة © +(7)2-()6 بین 
أصليتين للدالة نفسها؛ على أ, 
بيانات جميع الدوال الأصلية لدانّة 
معيّنة تنتج من سحب عمودي لبيان 
واحدة منها. كما يعبر عن ذلك 
الشكل المقابل. تبمًا لهذه الملاحظة, 
فإن بين جميع الدوال الأصلية لدالة 
معيّنة دالة أصلية وحيدة يمر بيانها 
تقطة معيثة من المستوي الإحدائي. 
يُمثل الثابت © نقطة التقاطع العمودي 
للدالة الأصلية. 








دا 











ايجاد دانة أصلية محدّدة 





جد الدالة الأصلية للدالة *-(5)/ التي يمر بيانها 4 النقطة(3,3). 





)دالّة أصلية للدانّة 2< -(*)تر. لكي يمر بيان هذه الدانّة الأصلية ب النقطة 
(3,3): يجب أن يحمّق © المعادلة © +37 
الأصلية للد اة *-()/ التي يمر بيانها بط النقطة (3,3) هي 0-6 1-()6. 


۲ 2 جد الدالة الأصلية للد ال “:-(*)/ التي يمر بيانها به النقطة (2,4). 


سوف تتعلم # هذا الدرس كيف تجد التكامل غير المحدّد لدانّة معيّنة. بما أن الاشتقاق هو الانتقال 
من دالّة إلى مشتقّتها. فإن إيجاد التكامل غير المحدّد لدالّة معيّنة هو العملية العكسية للاشتقاق 
ينتج من هذه الملاحظة أن قواعد الاشتقاق تنتج قواعد للتكامل غير المحدّد. 


أي أن يساوي 6-. ينتج من ذلك أن الدالّة 











.Antiderivative 


1-5 التكامل غير المحدد ‏ 161 
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قواعد التكامل 
قواعد الاشتقاق قواعد التعامل 
2 سمهو[ 
(ky =k‏ دهاز 
ف (eo) =f‏ عفص إاسمهضا /ا] 
(foots) = f04)‏ تمع fOrax‏ إسمهزما مع JCD‏ 
مدص )وخومام) عه (. خر )تمع (FOYE‏ 
FONE gD bdr. SFE COHODE:‏ = 
(e) =‏ دعم saree" 4C‏ 
edese +e (ej‏ 
د dax‏ ع+ااماسيه 1[ 
feosxdx=sinx+C Ginx) =eosx‏ 
(eosx)Y - sins‏ © جيرومه - - يا هلة [ 

















0 لن 3 تطبيق قواعد التكامل 
جد عه م5 - جوم 2)][ 
الحل 


| 5xdx=2jcos xdx-5| xdx=2sin x x? +6 





تدده 2 | - جه د5- دوم 2) [ 





[Osinx+ 3x جد جه(‎ 





لتسهيل تطبيق قواعد التكامل. عليك. ‏ بعض الحالات» إعادة 
لها بحيث يكون تطبيق القواعد سهلاً. 





ابة الدالّة التي تبحث عن دانّة أصلية 





مجان 4 خطوات إيجاد التكامل غير المحدّد 
أكمل الجدول. 
التكامل أعد كتابته كامل بسّط 
Ham‏ 
لجاعة دل[ 

















j2sinxdx 


2 القصل 5 التكامل 




































































الحل 

التكامل أعد كتابته بق 
|x ax Iam‏ 8 
عه ثور عجشي EG‏ 
-2cosx+C 2(-cosx)+C 2jsinxdx j2sinxdx E‏ 














اخ التمارين من 1إلى 3 تحمّق من صحة ما هو مكتوب باشتقاق الدالة الأصلية. 








ع 2ہی 1- د 
fg ec @‏ 
أكمل الجدول. 
التكامل | أعد كتابته کامل 
e | ©‏ 
1 
de‏ 
E‏ 
E‏ 
التمارين من 7 إلى 15ء جد التكامل غير المحدّد؛ وتحشّق من صحة جوابك باستعمال الاشتقا 


(ara o | -4x+2)ar دعم‎ © 
(ir +) © jort-va © e 























اق. 








| tan? x+ Dax jî sind j Osinx+ 300s © 


1-5 التكامل غير المحدد ‏ 163 
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التمارين من 16 إلى 18 ارسم بيانين 








1 
التمرينين 2019: جد الدالّة (*)ر بمعرفة مشتقتها ونقطة على بيانها. 
G2) f(=2-D © MD +f ()=2x-1 ©‏ 


6 نمو ادن 





اتات يبيع مشتل نوعًا من الأشجار القزمة بعد 6 








كان طول ش 
[1] جد طول هذه الشجيرة (/) بعد ۲ سنة. 
[ب] كم سيكون طولها عند بيعهاة 


من هذا النوع © 12عندما غرست (0-). 


للإجابة عن الأسئلة علمًا بأن4--(0)/: 

[1] أعط قيمة تقريبية لميل الدالّة f‏ عند 

هل يمكن أن يكون 1--(5/)2؟ وح جوابك. 

[ع] هل يمكن أن يكون 4(<0)/ -(۶)5؟ وشح جوابك. im‏ 8 

[2] أعط قيمة تقريبية × حيث تثخذ الدالة / قيمة كبرى محليّة. وطح جوابك. 

[2] قذر غترة يكون خلالها بيان الدالة f‏ مقمرًا 
قيمًا تقريبية للإحداثي* المائد إلى نقطة الانقلاب. 


























[3] أعطٍ قيمة تقريبية > حيث تكخذ المشتقة الثانية ”/ قيمة صغرى. 
ارسم بيانًا تقريييًا للدالة ۶ . 





[#€ بأي سرعة أصلية يجب قذف كرة إلى أعلى انطلاقًا من مستوى الأرض. قرب برج إيفل ب باريس. 


لكي تبلغ قمته التي تعلو :8300 





انت متوقفة عند إشا, 





تسارع انطلقت سيارة 
2/8 . ب اللحظة نفسها تجاوزت تلك السيار: 
[1] بعد كم مترًا تلحق السيارة بالشاحنة؟ 

كم ستكون سرعة السيارة عندما تدرك الشاحنةة 








الفصل 5 التكامل 


سه 





ات من غرسها. تُمتبر الدالة 
1.5+5-(6/ نموذجًا معدل نموهذا النوع مقيسًا بالستتيمتر ف السنة. خلال الستوات الست. 






































أخرى يكون فيها هذا البيان محدبًا. أعطو 








ة المرورء عندما تحتّلت إلى الأخضر. بتسارع قدره 
شاحنة تسير بسرعة ثابتة مقدارها 10/5. 


القن 
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صواب أم خطأ؟ ف التمارين من 25 إلى 29: اذكر إن كانت المقولة صوابًا فعلّله: أو خطأ فأثبته 
بمثال مضاد. 
© كل دالة أصلية لدالّة حدودية من الدرجة ۸ هي دالّة حدودية من الدرجة۸+1. 


إذا كانت تردانّة حدودية. فإن لها دانّة أصلية وحيدة يمر بيانها ب4 نقطة الأصل. 





9 إذا کانت(۴)۸ و()0 دالتين أصليتين للداثّة / . فإن © ١7)(-6)(+‏ حيث© عدد حقيقي. 
عفضماع إعفضم) 1 | - مفضاوض) [ 
هه 


لكل دالة / ؛ دالة أصلية واحدة. 





جد دالة ر تكون مشتقتها الثانية :2 -(*)”/ ويكون لبيانها مماسسّ أفقي عند النقطة (2,0). 


02 1 
2<5 ع3 


هل تقبل هذه الدالّة الاشتقاق عند 2 =×؟ 


:/)2(-6 جد الداثة / علما بأنها مستمرة وأن‎ r=] 


1-5 التكامل غير المحدد ‏ 165 


کک 
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2 
التكامل المجحدد 
Definite Integral‏ 
الأهداف التكامل المحدّد 


» بحسب التكامل الح 
باستعمال خصائصه. 





تعلمت ب4 الدرس السابق أن إيجاد الدانّة الأصلية لدالة معيّنة هو العملية العكسية للاشتقاق. وأ 
التكامل غير المحدّد لداثة ريدن على دانّة أصلية لهذه الدالَة. غير أن للتكامل غير المحدّد دورًا 
المفردات /0داباطدءه/ لا يقل أهميّة عن الدور المذكور. سوف تتعلّم ب4 هذا الدرس كيف تستعمل الدالّة الأصلية لحل المسألة 
التكامل الحدّد ٠‏ وززرووح الأساسية الثانية ‏ حساب التفاضل والتكامل. وهي مسألة المساحة. سوف تتعلم كيف تستعمل 
1 الدالّة الأصلية لكي تجد مساحة المنطقة التي يحدّها بيان الدانّة والمحور :دمن ناحية والمستقيمان 


حدود التكامل ‏ أ امنا 
integration‏ 





بر من ناحية أخرى. سوف نرمز إلى مساحة هذه المنطقة بالرمز۸ . 





ا 
)100 


سنهتم أولاً بالمساحة (4)5 للمنطقة التي يحدها بيان الدانّة والمحور ير 5 
من ناحية والمستقيمان 0 - ند = × من ناحية أخرى. سنحاول 


Alb) 9‏ 
استكشاف نمط لإيجاد مثل هذه المساحة. 








إذا كانت =(×) ۶ ؛ حيث ۸ عدد حقيقي, فان علط = (۰۸)0 5 
إذا كانت × >( فإن ط‡ -(4)6. 

إذا كانت ”+ ()/ فإن الأمر يُصبح أكثر ت 
التي يحدّها بيان الدالّة / والمحور×والمستقيمان 0 - × وط - × شكل 
هندسي معروف. سنحاول إيجاد قيمة تقريبية لهذه المساحة. من 
أجل ذلك. نقسم الفترة[0,5]إلى# فترة متساوية مدى كل متها 2 
ونقيم على هذه الفترات مستطيلات ارتفاعاتهاعلى التوالي (غ) ۶ء 
(#)۶. عار يشكل مجموع مساحات هذه المستطيلات قيمة 
تقريبية للمساحة (4)5: 0 








16 الفصل 5 التكامل 
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إذا نظرت إلى الرسوم البيانية الثلاثة أدناه. تلاحظ أن ازدياد قيمة يزيد عدد المستطيلات ويقرّب 
مجموع مساحاتها من (1)6. تستند إلى هذه الملاحظة لتقول بأن(4)8 هي نهاية هذا المجموع؛ عندما 
تتزايد قيمة من دون حدود. 

0 0 
7 


Ab) 


x 0 


مجموع مساحات هذه المستطيلات هو 0 


$ HTT 





s.r) ل‎ 


(+2 +...+) 





زین 1ہع( ے رو وبر 


ينتج من ذلك: 





و jig an‏ }= ال ا 


يلخص الجدول التالي ما توصاة 


ثم تنجو ة)لتجمام 
مه ا بي 











4 J) 
دار‎ 


عدمر 





دصار 








يوحي الجدول أعلاه وكأن المساحة ۸ تُحسب باستعمال دال ۴)۸ حيث (ط)۴ =۸. 
يوحي الجدول التالي بفكرة عن إيجاد مثل هذه الدالّة (۸ا۴. 














مار 4 ۴ إلعلاقة بين()/ ۴)05 
نمال Fiske A=kb‏ ماسم 
عدون | ملسم |خمؤدمم | F=f)‏ 
دور “مدوم ماد وام 














تستنتج من النمط السابق أن المساحة (4)8 تساوي (7)8حيث (:) هي الدانّة الأصلية للد الّة 





ث 0= ©. إذا انتقلنا إلى الحالة العامة حيث ‏ دالة f»‏ 
مستمرةء وبالاستناد إلى الشكل المقابل. فإن من الممكن تحويط 0 
المساحة(۸)0-(۸+ ۸)0 بحذين هما مساحة المستطيل 

الصغير ومساحة المستطيل الكبير. لكن مساحة 5 


المستطيل الصغير تساوي (+8)// ومساحة الكبير(ط) ٠f‏ 


2-5 التكامل المحدد ‏ 167 


سه 
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ينتج من ذلك (0) 1۴ > (۸)0 -(«+ ۸)0 > )۸+ ۴)۵ 


وبالتالي: زيم > 11-46۶1 > ورب مر 
عندما یسمی ۸ إلی 0 يكون لدينا 
رمم من تقاف زفت شاك ن > رز + نار يونا 
لكن (6)/ -(6+1)/ بهذا لأن / دالّة مستمرة عند - رمم - 4 ييز بالاستناد إلى 
تعريف المشتفة و (0) =(ط)۶ ووذ|. نستنتج ما سبق, وبالاستناد إلى مبرهنة الشرطبين. أن 


(6)ر =()4 وأن ()4 . بالتاني دانّة أصلية للدانّة(2)/ . 





إذا عدنا إلى مساحة المنطقة التي يحذها بيان الدالة 
والمحور من ناحية والمستقيمان © = ۲و =+ من 
ناحية أخرى. نجد أنها تساوي (۸)4 -(۸)0 حيث (*)۸ 


دالة أصلية ل()/ أي |[()4-()4= 3 


وهكذا نرى أن الدوال الأصلية ي حساب المساحات. 











مقال [[ إيجاد مساحة منطقة 


./)١(= | [‏ جد مساحة المنطقة التي 
والمحور ب والمستقيمان 2 -* و 

الحل 

مساحة المنطقة هي (۴)2 -(۴)4 =+4 +| =+04)/ ]=۸ 

حيث (2) دالّة أصلية للدانّة ()/ . بما أن الدالّة “+ = ۴)٣‏ 


إن المساحة هي 60- *4+2- × -(5)2-(4) ”حا . 











|[ 4- *-(2)/ . جد مساحة المنطقة التي يحدها بيان / 
والمحور با والمستقيمان 1--ه و 1-+ . 

الحل 

مساحة المنطقة 4 هي القيمة المطلقة للتكامل 

4 را[ سج ضار‎ (f -4)d= FOF) 

حيث (۴)۸ دالة أصلية للدالّة (2)/ . بما أن الدائّة «2-4-(7)2 فإن المساحة 

ده ”رد جم مس نر ياد ممم ردرباحه 


لركتقك 1 [1] جد مساحة المنطقة التي يحدّها بيان 
الدالّة «هذه - (8)/ والمحور× من ناحية 


والمستقيمان 0-+ و ۴= 














[ب] جد مساحة المنطقة التي يحدها بيان الدالّة دومع -()/ والمحور × 
والمستقيمان =× و £ 





168 الفصل 5 التكامل 





0 





تعريف التكامل المحدّد 


إذا كانت دالّة مستمرة وكان 83 قيمتين ‏ مجالها. فإن التكامل المحدّد للدالّة / بين »وط هو 
FO)- F(a)‏ دعههمر fî‏ 
حيث (2)#دانّة أصلية د(») ر تسى ٠‏ الحد الأدنى للتكامل وط الحد الأعلى؛ و الدالَّة موضوع 
التكامل. 
J‏ 


يستعمل الماملون ب حقل الرياضيات الكتابة الرمزية ,[(:)7] للدلالة علی(۴)۵ -(۴)0: 
يتمثع التكامل المحدّد بخصائص تسهّل حسابه 


1١‏ خصائص التكامل المحدد 


° 6لعصار][ 
8 : 
٠‏ عاصار ]دصار[ 
: ع : 
f? fear ١‏ مار ] J fonax=‏ 
fenar=kf’ far °‏ 
f sodas °‏ خعاصار f‏ عرصم خصار)ر[ 
٠»‏ إذا كانت / دالّة مستمرة وكان 0 /)٩(<‏ أيًا يكن چ [ط.ه] .إن 0< +04 ˆ| 
٠‏ إذا كانت م وم دالتين مستمرتين وكانت (*)م > ()/ أيّا يكن × [4.0] . فإن 
هص f‏ د فصان[ 


٠‏ إذا كانت / دالّة مستمرة فإن «4(:)/”] - (2)/ دالّة قابلة للاشتقاق بل جواره. ومشتقتها 
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109 = می الد اة 2)۵۳ - ۴)۵ . 


مقال [7] حساب تكامل محدّد 


احسب قيمة كل تكامل: 1] عر ةنم و 
j (Ix-1l+2)ax E‏ 


الحل 
[1] بالاستناد إلى خصائص التكامل المحذد. 


ع ]سعد ]دسف f‏ سعة ]سعد f‏ سف -3x-2ar= f‏ ثم[ 


1-=(2)4-2-( 4-2-4-2( = 21[ ]هأ[ “م4 ]- 


2-5 التكامل المحدد 169 























6 


170 
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[ج بما أن الد الة تتضمّن المطلق. يجب التخلّص من رمز المطلق ليصبح بك الإمكان إيجاد الدوال | 
الأصلية. يتم ذلك عن طريق كتابة التكامل كمجموع تكاملين على الصورة التالية: 
زهجا (r=‏ ل (lx +2 r+‏ !]لزه ادم )رز 
(+Dar+ f Cx+ de‏ 1 
aa‏ أ[ f xare f rax f xax‏ = 
لعا[ ا ا 
2-4+6=4= 








يُمكنك التحقق من الجواب عن طريق حساب مساحة المثلث ب4 الشكل أعلاه. 
I‏ 1 
لعز عامل له (e‏ 


Mean Value القيمةالوسطى‎ | 








يس القدد الحتيقي : 
عم gj‏ 
القيمة الوسطى للدانّة f‏ على الفترة [4,8]. 


تعلّمت ب الإحصاء أن متوسّط مجموعة من | لا يكون قيمة منها. فأن يكون متوسط درجات أ 
طلاب الصف مادة الرياضيات 65.7 لا يعني أن هناك طالبًا كانت درجته65.7. هل القيمة 

الوسطى للدالّة / على الفترة هوقيمة تأخذها الدالة عند نقطة تقع بك هذه الفترة؟ الجواب عن هذا 

السؤال هو نعم بالاستناد إلى مبرهنة القيمة الوسطى ب التكامل. 











إذا كانت /دانّة مستمرة على الفترة المفلقة [6,8]: فإن هناك قيمة [4,5]ع© تحمّق 


عدص ار إجلم- 10 


مقال [031] إيجاد القيمة الوسطى لدانّة 
جد القيمة الوسطى للدالّة +2-*3 -(+)/ على الفترة  .]1.4[‏ (440) 
الحل 
القيمة الوسطى للدانة على الفترة [1,4] هو 


مك ]سمه زمه خمة) ,يلم عضا gl f‏ 











16-[(0-1)-4]64-16- 0-6 
7 ”" 3 جد القيمة الوسطى للدانّة 2+1 -(2)/ على الفترة [1,4]. 
الفصل 5 التكامل 
هه 
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التمارين من 1 إلى 6: اكتب تكاملاً محدّدًا يساوي مساحة المنطقة المظذلة من دون 
أن تحسب قيمته. 


=3 © 














f(x =sinx E 








ل التمارين من 7 إلى 10 ارسم المنطقة التي تساوي مساحتها التكامل المحدّد ثم استعمل 
ما تعرفه عن قوانين حساب المساحة 3 الهندسة لإيجاد قيمة التكامل. 


fina © forse © f3 ©‏ © ممتصاير 


4 التمارين من 11 إلى 14 جد قيمة كل تكامل؛ مستعملاً القيم التالية 








مسف تسعد[ تمه[ 


© معز © )4+( © مكيل عه( (6t2‏ 


2-5 التكامل المحدد 171 


هه | 
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يم 


من 15 إلى 26: احسب التكامل. 
8 2 © مايل 
و ممحصم و f(a‏ ا 


2) © t4 © 


عردم ةيل 








عه عمجل Jf‏ 





التمارين من 27 إلى 30 جد مساحة المنطقة المظللة. 


© دمر © او-ن)عمر 

















التمرينين 31 و 32 جد مساحة المنطقة المحدودة ببيان الدالة(*)/ والمحور + والمستقيمين 
=a‏ ةدم 


خادممر, محم هدم 





© ا+ضددمار ؛ معى يدم 


الفصل 5 التكامل 


هه 


GRADE12-CHAPTER 5 2013-final 2/12/15 2:33 PM Page 16 4 







€5 استعمل الرسم المقابل 
O‏ جد j fax‏ 
جا جد القيمة الوسطى للدالّة / على الفترة [1.7]. 
[] كرّر حل السؤالين بعد سحب بيان الدالة 
وحدتين إلى أعلى. 








#أهي الدالة ا لمعرفة كما يلي: f far‏ =0( حيث 
“ا هي الدالة التي يُظهر الرسم المقابل بيانها. 





نا جد قيمة كل من (0)م؛ (8)4(:8)2. 


(6)ما )8(« 

جد أوسع فترة تكون الدالة م عليها متزا؛ 
وأوسع فترة تكون عليها متناقصة. 

[ع] حدّد القيم الكبرى والقيم الصفرى مث 





التمرينين 35 و 36 جد ()". 


F=f? +a F=f Var 





أين الخطأ؟ أين الخطأخ الكتابة 2--1-(1-) 





كا حيث أردالّة مستمرة مجالها الفترة [12 ,0] وبيانها البيان أدثاه. 


.11)0( د‎ O 





:5 وضع جوابك. 
[ج] على أي فترة يكون بيان // محدّبّا وطح جوابك. 
[2] هل (8)12 موجب أم سالب؟ وضّح جوابك. 





أين تكون للدالّة 11 قيمة قصوى محلية؟ وضّح جوابك. بر 


[د] حدّد طبيعة هذه القيمة القصوى المحلية. 





د جوابك. 





2-5 التكامل المحدد ‏ 173 
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iS 1 ممه‎ 1 


0 


7ه 8 التكامل غير ا لمحدد 
33 جد كل تكامل غير محدد. 
mn‏ »عه غ1 و مجع وس عدر 
کي ون د ¥ 


|[ | التكامل المحدّد 
جد قيمة كل تكامل محدّد. 
jÎ @x-Der+Dar O‏ 9 مدع-0 ل 
ها !ذا کان 


4 2 
|j rax j ee-2fc0)ax O 


8 حساب المساحات 








4#( )/ .]| 5 2=( جد قيمة كل مما يلي: 





[ جد مساحة المنطقة المظللة. 
0 


a 


uae 








7 8 تسابع 
ق كائت السيارة تسير بسرعة 3013/5 عندما ضغط السائق على الكابح لتتوقف السيارة بعد ثانيتين. إذا افترضنا 
أن تسارع السيا بثا خلال فترة الكبح؛ جد هذا التسارع والمسافة التي قطعتها السيارة مذ ضغط السائق 


على الكابح حتى التوقف. 








4 الفصل 5 التكامل 
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حساب التكامل 


Integration Methods 


تعتبر مسألة حساب التكامل؛ محدّدًا كان أو غير محدّد من المسائل الصعبة: قياسًا على حساب 
المشتقة. فإيجاد الدالّة الأصلية لدالّة معيّنة ليس دائمًا بالأمر المتيسر. غير أن هناك طرائق مختلفة 
+ يخس التكامل المد 
رة اياله ا ٠‏ توصل إليها الرياضيون لتجاوز العقبات بذ هذه المجال. 
» يحسب التكامل المحدد إلى جانب استعمال القواعد الأساسية لإيجاد التكامل؛ والتي وردت بك السابق؛ هناك طريقتان يمكن 
بطريقة التعويض. اللجوء إليهما ب كثير من الحالات: وهما طريقة المكاملة بالأجزاء. وطريقة المكاملة بالتعويض. 
المكاملة بالأجزاء 


المذردات a۲yاطةءه ۷‏ , 
1 


الأهداف 





نل لايبنز ذم الكتابة التالية: إذا كانت ()» دالّة بدلالة × فإن «4(<) ”4-1 وسمّى ل 
تفاضل الدالّة (:)». كما سمّى +4 تفاضل *. سوف نستعمل هذه الكتابة لأنها تجعل عرض موضومّي 





المكاملة بالأجزاء واا 
by parts‏ 





المكاملة بالتعويض هذا الدرس سهلاً. 
لا 1169/8009 تنطلق طريقة المكاملة بالأجزاء من قاعدة الاشتقاق لناتج ضرب دالتين. تعلمت أن +۷٠‏ = '(ممر) 
Substitution‏ 
ينتج من ذلك أنه 
ان + udv‏ = يدل "ب + جو "بح d(uv)= (uv) de= (uv? + vu d=‏ 
وبالتالي فإن: 


vou ())ax‏ جوم (Cv‏ دم [صحوس]ز )سمه 
علقم uv (Dax vC‏ = 

يُكتب ما سبق على الصورة 

f vre (ax‏ - )ضما جف جما[ 

vau‏ ]سهد قن 
يعتمد النجاح ‏ استعمال هذه الطريقة على حسن تحديد كل من »و 40 . حاول دائما أن تختار » 
بحيث تكون مشتقتها أقل تعقيدا منها. 

وكين 8 مكاملة بالأجزاء 

جد عه "مد ]. 

الحل 

من الواضح أن الدالّة +-(+)/ أبسط من الدالّة نفسها.|. 

جد. بعد ذلك. ا قا لديك 1-() "لا و 

jv (Dar= | eax‏ دواد من ناحية أخرى. 

استعمل الآن قاعدة المكاملة بالأجزاء. 

عفن | مر هن | 














=( = من ناحية. 





7-e" +C=e(x-1)+C 





xe'ae= xe De مدع‎ - | ede=. 


3-5 حساب التكامل 175 
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مقال [2] مكاملة دائة من حد وحيد 
جد دما[ . 
الحل 
ابدأ بإيجاد التكامل غير امحدد دا من الواضح أن الدانّة ×«1ا=(«») أبسط من 
الدالّة نفسها. اختر إذن. ×ها=» وده 40 . جد . بعد ذلك. »4 و۷ . لديك عل 4-1 (:)”» مرك 
ودع ]| v=‏ استعمل الآن قاعدة المكاملة بالأجزاء. 
[vu‏ عمد مهن 

© + زا دماج دع جد جما دنه [ سجماء عه وه (1) | j Inxadr=xinx-‏ 
احسب الآن التكامل المحدّد. 
1-(0-1)-(1-لء - (1-(ل)ه0(ة)-(1- )مله ) - nxax=[xdnx-DJf‏ | 


7 75 2 جد مسق هار 


المكاملة بالتعويض 
تستند فكرة المكاملة بالتعويض إلى قاعدة مشئقة الدانّة المركٌبة وإلى استعمال كتابة لايينز 
Leib‏ إذا كان (د)ع =× فإن ×4(») ع -44 . عندها تكون: 
عجز(صمع)" دع ممم f faau=‏ حصا ع (صمع) ر [ 
مقال [[5] مكامنة بالتعويض 
جد جه 1(2+ 2002 | 


الحل 
من الواضح أن الاسثبد ال 1+ *× ٠=‏ ينتج :هد 2 - 4 وبالتالي فإن: 






















2x0? +P مهف | سيره‎ - fu" + © - $0? تزاج‎ +C 


7 "”" 3 جد 14- #راحدة ]| 


مقال [ حساب تكامل محدد بالتعويض 


fx +d جد‎ 











المحدد تدك "17+ x)x*‏ 
هد . ينتج مما سبق 


من الواضح أن التعويض 1+ 2.2 - م تج 








aa] | 


احسب الآن التكامل المحدّد. 





xe? +D'ax 


r: 
3 


ا 


6 القصل 5 التكامل 


ا | سمه ارا fe‏ 





© 
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التمارين من 1 إلى 4: اربط الداثة بالتكامل المناسب من بين التكاملات غير المحددة التالية. 





j cosxax rea | xsinxê كا‎ jinx 
f(x)=x?sinx+2xcosx-2sinx EB f(0=sinx-xcosx E 
f(0 =-x+xlnx دور‎ e -2xe +2 © 


التمارين من 5 إلى 8 عيّن » و47 تمهيدًا للمكاملة بالأجزاء (إجراء المكاملة غير مطلوب). 


|x cosxae | © unas jr" © 











يذ التمرينين 9 و 10 ميّز )ع يذ به (د)'((عا)ه)7 | . 

jor6 +a ©‏ 86 22 
التمارين من 11 إلى 13 جد التكامل غير المحدد بالطر ب. 
ع “06 تم © jr‏ دوم[ 

التمارين من 14 إلى 16 جد الدالة الأصلية ل/ والتي تمر ف النقطة المحدّدة. 
O 0.3.f(0=xcos‏ *)10- لهي - و 10ج © لالس دور 2D‏ 
احسب التكامل المحدد. 


عسوم[ 
.4 التمرينين 18 و 19 جد مساحة المنطقة المظللة. 
fers ©‏ 0 











الأتسب. 











[€ استعمل *4١=‏ + لاستنتاج قيمة كل تكامل محدّد من دون مكاملة. 
ES n‏ لها wam xar‏ 





` © 


89 أوضع ناذا 0= 14+ )× من دون مكاملة. 





5 -(2)» . أوضح لماذا الكتابة ل |١‏ -عك *(*-5):] غير صحيحة. 





جد 4 2 | باستعمال: 


1 الكاملة بالأجزاء مع ع4 سقس = إا المكاملة بالتعويض مع *++4=» 





3-5 حساب التكامل 177 


سه 











الأهداف 

» يستعمل التكامل المحدد 
يعدن سامت 

* يستممل التكامل المحناد 
اليحسب حجمًا 


178 
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تطبيقات التكامل 
Applications of Integral‏ 


5 


حساب المساحة 

تعلمت ب الدروس السابقة أن التكامل المحدّد يساعدك على 
حساب مساحة المنطقة المحدودة ببيان الدالة والمحور »امن ۽ 
ناحيةء والمستقيمين »=× و 8-+ حيث طا>ه ‏ من ناحية أخرى. 
لكننا لم نتوقف عند تفصيل مهم وهو أن الدالة موجبة على الفترة [4,5] أي 0<( أي 
قيمة ل هذه الفترة. لكي تفهم أهمية هذا الأمر. احسب #دهلة ]و هة ًإ ٠‏ 




















0 








السابقة أن0 - هد اء ”٠إ‏ مما يعني أن قيمة التكامل 4# هزه ٠‏ عدد سالب. 
يدفعنا هذا الأمر إلى التفريق بين حالة تكون الدالة فيها غير سالبة على | 
وحالة تكون فيها غير موجبة على هذه الفترة. 

1 حساب المساحة 





طبه ]حيث ط>ه. 


إذا كان 4 و ۵ عددان حقيقيان يُحققان >4 ؛ فإن مساحة المنطقة التي يحدها بيان 
الدالة (٭)ر والمحور عدوا ان =× =× تساوي مإ 9|[ . 





لحساب مساحة المنطقة المحدودة ببيان الدالَة / والمحور × والمستقيمين =× وط= ٠×‏ عليك البدء 
بتقسيم الفترة [,ه] إلى أجزاء بحيث تحتفظ الدالّة بإشارتها على كل جزء. بعد ذلك: احسب 
مساحة كل جزء آخدًا ب4 الحسبان ما سبق ثم اجمع هذه المساحات. 

بالعودة إلى مساحة المنطقة المحدودة ببيان الدالة #هذة-()/' والمحور» والمستقيمين 

٠ =2‏ فإن هذه المساحة تساوي 4-(2-)-2- کہا f‏ - اند و 





مقال )| حساب مساحة 


الفصل 5 التكامل 


جد مساحة المنطقة المحدودة ببيان الدالة عسوم -()ر والمحور عا 

والمستقيمين 0- مو 2#-. 

الحل 

ابدأ بإيجاد دالّة أصلية للدانّة / . سبق أن وجدت أن الدانّة دومه< - هاه - (2)/ دالّة أصلية 
للدالّة #هنوع-(+)/ .بعد ذلك؛ ارسم بيان الدانّة لتحدّد كيفية تقسيم الفترة[0,2] . 
الدالة غير سالبة على الفترة [ ,0] وغير موجبة على الفترة [2 , 
ينتج من ذلك أن مساحة 4 المنطقة المظلّلة 4 تساوي 





سه 














GRADE12-CHAPTER 5 2013-final 2/12/15 2:33 PM Page 22 4 


Jo lesinx|ar= f f xsin xax] f (-xsinx)adx 


1 = f f xsinxdx= j f xsinx عل‎ 

5 : 03 لو 
=[sinx-xcosx], -[sinx—xcosx]‏ 3 2 

8 =[sinr-rcosr]-[sin0-0c0s0] 

2 -[[sin(2)-(27r)cos(27r)]- [sin =r cosxr]] 

4 =-0-[-2r-(]=4r 





EV‏ ' جد مساحة المنطقة المحدودة ببيان الدالة ×05=(«») ۶ والمحور رامن ناحية 
والمستقيمين ۴-= »او #حها. 


المساحة بين بيائّي دالتين 5 
العسلب اة المتمقثة اهدو 














إذا كانت / و م دالتين مصلثين تحققان (:«)ع <(2)/ على الفترة [ط,4]. فإن مساحة المنطقة 
المحدودة ببياتي الدالتين (*)/ و (8)مم من ناحية والمستقيمَيّن =× ط- , حيث >6 





من ناحية أخرى: تساوي 5 

عه ضع مر A=‏ 

لك 11 BH‏ حساب مساحة المنطقة المحدودة بدالتين 

جد مساحة المنطقة االتي يحدها الدالتين 2+*-(هار و «=()ع . 

الحل 

ابدأ بإيجاد إحداثيي نقتطتي تقاطع الد الّتين. للأجل ذلك. حل 1 
| 






المعادلة ماع -(2)2 . 





ستجد حلّين 1--+ ق 1= . المساحة المحدودة با 








“جسم دم عم )! اعمهزهم- ها 
زا قر "وم ]كد 


7 "”" 2. جد مساحة المنطقة التي يحدها بيانا الدالتين “دوم» -00)/' وق *-(0)م 


مشثال |[ | مساحة الدائرة 


استعمل التكامل لتحسب مساحة دائرة نصف قطرها ,' . ١‏ / 
الحل 


























لا يغيّر ب4 النتيجة أن تضع مركز الدائرة به نقطة الأصل. مما يجعل معادلة الداثرة 
د +" تجد مساحة نصف الدائرة الموجود قوق المحور × . هذه المساحة 4: 
هي مساحة المنطقة الواقعة بين بيائي الدالتين *- *مل-(ج)م و 0-(4)م من ناحية 





4-5 تطبيقات التكامل 179 
































|2 ,5:] مما 
يجعل الحد الأدثى الجديد 
اللتكامل ۴ , وحدة الأعلى 2:6 . 
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والمستقيمين 7--+ و .=× من ناحية أخرى. 


ممت شل A=‏ 
لإيجاد هذا التكامل؛ غيّر المتغيّر كما يلي: 05١‏ =× إذن /4/هذة+- -+4 وبالتالي فإن: 
f sin? dt‏ رد fr VIZeosTsintdt‏ - لو( سنعج تومه تر شرل a= f‏ 


ا 








شه -[ه-م] 


وبالتالي: مساحة الدائرة هي 7 . 


١ a E 
سوف تتعلّم هذا النوع من المنحنيات ب فصل لاحق.‎ 


أن مساحة هذا القطع الناقص هي اهم '. 





حساب الحجوم 

يستعمل التكامل المحدّد ‏ حساب الحجم. سوف تتعلّم حالة من 
حالات حساب الحجوم: وهي حالة حجم الجسم الذي تحصل 
عليه لو أدرت حول المحور»'دورة كاملة ‏ الفضاء الثلاثي 
الأيعاد. جزءً! من بيان دانّة (:)/ ٠‏ على فترة [ط ,ه]. مثال على 
هذا الأمر: الكرة. التي نصف قطرها ۶ 
ومركزها ب نقطة الأصل عن طريق إدارة نصف الدائرة 
= + × العلوي حول المحور #ددورة كاملة. 

يتم حساب حجم مثل هذا الجسم باستعمال القاعدة التالية: 





حساب حجم جسم دوراني 


إذا كانت / دالّة مستمرة فإن حجم الجسم الناتج عن الدوران. حول المحور × دورة كاملة بل 
الفضاء الثلاثي الأبعاد. لجزء من بيان دالّة ()/ ؛ على الفترة [6.8]. يُحسب وفقًا للقاعدة 


عه (fo)‏ ودرا 


V=rf, (CO) حعة‎ 


=r[? =$], = 


0 الفصل 5 التكامل 
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4 التمارين من 1 إلى 3: اكتب التكامل المحدد الذي يُعطيك مساحة المنطقة المظللة. 


0= x) © دمر‎ -4+3 © 0= -6x © 


g0)=0 “دمع‎ +2x+3 00م‎ 








ك التمارين من 4 إلى 6: تظهر الدانّة موضوع المكاملة على صورة فرق دالتين. ارسم بيان كل دالة 
وظلل المنطقة التي يُمثل التكامل مساحتها. 

NOS 4‏ 5 
[ع- مجم ]ب[ 8 سإ )ها © #اصم ]ال 
التمرينين 7 و 8» اختر القيمة التي تشكّل التقدير الأفضل لمساحة المنطقة المحدودة ببياتي 
الدائتين. 
fOO=x+1‏ £ “)دمع SMA 4M OM 2M 20M‏ 
0ه -2-1دم/ 6M 1M  !g0=2-r:‏ هاه 3M‏ هه 








ك التمارين من 9 إلى 12 جد مساحة المنطقة التي يحدها المحوروبيان الدالة, 

والمستقيمان »=× و 0-م: 

© «مدمر:؛ a=0‏ + معدم 0 ل-دم)/ ؛ #-دمبجهدة 
3 


© “دمر 1 





=1 دصر ؛ معدم‎ © ag 


التمارين من 13 إلى 15: جد مساحة المنطقة المظلّلة. 








4 التمارين من 16 إلى 21 ؛ حدّد نقاط تقاطع بِيانّي الدالتين: ثم جد مساحة المنطقة التي 
يحدانها. 

=2: f= -2 © 
4+ = x+3y =2 ؛‎ +° =0 © 
g(0=x ؛‎ f(=sin( ¥) ©3 ؛ طددمم؛ دج ؟-‎ f(r) =8 cox 7 
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التمرينين 20 و 21 جد قيمة 8 بحيث يقسم المستقيم 2-8 المنطقة المحدودة 


انّي الدالّتين إلى 
قسمين متساويين به المساحة. 





© “-ودمن؛ دمع 6 





ا-ودممر ؛ مدوم 

صواب أم خطأ 4 التمارين من 22 إلى 24: اذكر إن كانت المقولة صوابًا فمثله. أو خطأ فأثبته 

بمثال مضاد. 

© إذا كانت مساحة المنطقة المحدودة ببيائي الدالثين / و 4 تساوي 1ء فإن مساحة المنطقة 
المحدودة بالدالّتين ع+()ث/ -(2)” و +(#)م )6 تساوي 1 أي 





© إذاكن معد [مم- مم ]يل من مدعدزم)-صم]"[. 







تقاطع بيانا / و 5 نقطة يقع إحدائيّها × ب المنتصف بين 6 وط 
ان 0ع [ص)م-م) ]را . 





مساحة جد المساحة المحدود: 
الدالّة #دمةه-(:)/ والقطعة ١‏ 
تصل نقطة الأصل بالنقطة (4-.3) كما 
يُبِين ذلك الرسم المقابل. 





سه التمارين من 26 إلى 29 ؛ جد حجم الجسم الناتج عن دوران المنطقة المحدودة 
حول المحور نذا 








© “در مد 2=× ۷9ر لحر 

© در ادن معم © 1+ ر وعمدر 

86 استعمل التكامل لحساب حجم الجسم الناتج من دوران مثلث رؤوسه (0 ,0)؛ (6,0)) 
(۸ ,0) حول المحور . 


€ استعمل التكامل لتكتب قاعدة تحسب حجم مخروط نصف قطر قاعدته وارتقاعه ٠۸‏ 








جد حجم الجسم الذاتج من دوران حول المحور عر 1 
للمنطقة المحدودة ببيان الدالة + ماج0 -(8)/ 
والمحور × . 


182 القصل 5 التكامل 
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التمارين من 1 إلى 4؛ جد التكامل غير المحدّد. 


© لمر 
© مر (sess Jar‏ 








سرعة وتسارع أقلعت طائرة بعد أن قطعت مسافة 350 1 على المدرج. انطلقت الطائرة من نقطة الوقوف 
وسارت بتسارع ثابت مدة 30 ثانية قبل أن تقلع. كم كانت سرعتها عند الإقلاع؟ 





سرعة وتسارع كُدفت كرة عموديًا نحو الأعلى من مستوى الأرض بسرعة أصلية مقدارها 6ل 30 
11 كم سيمضي من الوقت قبل أن تبلغ الكرة أعلى نقطة ممكنة لها؟ 
[ب] ما ارتفاع هذه النقطة؟ 

متى تكون سرعة الكرة نصف سرعتها الأصلية؟ 

[2] ما ارتفاع الكرة عندما تكون سرعتها نصف سرعتها الأصليةة 





التمرينين 7 و 8 اكتب تكاملاً محددًا لتحسب المساحة المظذلة. 


002-- 





مهيا 


التمرينين 9 10 ارسم المنطقة التي يُشكّل التكامل المحدد مساحتها. 


6-s) ©‏ © م كيز 
3 احسب كل مما يلي. علما بأن 10-ع6(4/ | 5 3سعصام | . 

O‏ عمجم يرل عنزصم- ممم[ 

fise لها‎ [2/0-380] E 


احسب كلاً مما يلي. عله بأن 04=4/ | 760-13[ - 
لك Jc 9 fra‏ ها عاض[ ETE‏ 


مراجعة النصل .83 


سه 
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ي التمارين من 12 إلى 15 ارسم المنطقة التي يُشكّل التكامل المحدد مساحتهاء واحسب هذه المساحة. 
© مصعم 
fe ©‏ 
© ممعي 


4 
8 (e? -9)dx 





التمارين من 16 إلى 19 جد التكامل غير المحدد. 
عه )1+( 
2 
عه سكفرب 
ل 


sin? xeosxadx 





& 
ه 
كل 


وفع 
VI-cose‏ 


جد القيمة الوسطى للد الّة (:)/ على الفترة 1. 
لها دمر + ]1=[0.4 






















































































ها داحم وار ؛ 
اكتب أي مما يلي بيان الدالّة f‏ التي تحفّق 22 -(0)*/ و4 -(0)/ 5 
وظح جوابك. 
E A‏ 4 
5 5 ل لذ 
: 04 
2 
x‏ 5 
| | ] |5 /2 
xX‏ ب 0 
ا 6 | | 21 
(i)‏ (ب) )ج( 


184 القصل 5 التكامل 









































ذا كان مجه عه وا[ 





4a-b [E] a+2b+3 MO 
5b-2a 

له ما فيم ۴ التي تجعل 4=0 2إ 
ol 20‏ ع 2 
25-2 2505-2 

€3 أي مما يلي يساوي 4۲( ]لون 5 
0.0 1 2 ماكر 
خا ضار [2] غير ذلك 





ق 3= من ناحية أخرى؟ 
2.5 
م 13 





u 
له‎ 


ن 





قيمة التكامل ه[3+()/] | هي: 





أي مما يلي يساوي مساحة المنطقة المحدودة 


أي مما يلي يُعطي مساحة المنطقة المحدودة ببياني 
و 2=× من ناحية أخرى 9 
وعدم 


8 
له تم 
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أ من ناحية؛ والمستقيمينx=0×'‏ 








اني الدالتين *” 





In2 


4-5 تحضيرللاختبار 85 


E ES 
القطوع المخروطية‎ . 


Conic Sections + 


346 المعادلات التربيمية بمتفيرين 


مراجعة 
تحضير للاختبار 


أكثر هذه المدارات شبه دائرية. مدار بلوتو 
٥ا‏ أقل دائرية من غيره. كذلك عطارد 
اا هناك مدارات لها شكل قطع 
ناقص طويل مثل مدار النجم الصغير 
إيكار كلالاء1: وهو نجم صغير يبلغ عرضه 
أكثر قليلاً من )1,5 وهو يدور حول 


الشمس مرة كل 409 أيام أرضية. 





2/12/15 
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اربط كل عبارة بك العمود الأيمن بتفسيرها بك العمود الأيسر. 
. الدائرة 0 مستقيم يقسم الزاوية إلى 
د القطع المكافئ مستقيم يقسم الداثرة إلى قسمين متطابقين. 
مجمومة تغاط مستوتقع على مسافة واحدة من نقطة مميتف. 
[5] بيان دالة تربيعية. ˆ 


[] مستقيم أفقي يقترب منه بيان الدالة عندما يسعى إلى ± . 


+0+17 =2 © 2 


و + (x-2)” +) +3) 36 E (e-5‏ 
1 4 التمارين من 6 إلى 9 اكتب معادلة الدائرة. 
© المركز:(3 ,0)؛ نصف القطر : كله €8 المركز: (0,0)؛ نصف القطر :8 
8 المركز: (5,0)؛ نصف القطر :13 © المركز: (3-,5)؛ نصف القطر : ١/2‏ 
WW‏ 
التمارين من 10 إلى 12 جد المسافة بين النقطتين. 
© 0,2 ;)4,5( © 3-5 ;2-10 © .5 3,695( 
4 التمارين من 13 إلى 16: جد المسافة بين النقطة والمستقيم. 
© النقطة؛(3,5) ؛ 


69 انط 6.3 


النقطة: (9- ,7-)؛ المستقيم : 2= 


7 


4 التمارين من 17 إلى 20: أكمل المقدار ليُصبح مربَعًا كاملاً. 
sy*+20 © 3+6 E‏ 
3 2 3- ر 
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القطوع المخروطية 


Conic Sections 


الأهداف تشكل القطوع المخروطية مسارات الكواكب والأقمار والأجسام الأخرى (بما فيها الإلكترونات) 

يعرف القطوع المخروطية. التي تتحدّد حركتها بقوة تتناسب عكسيًا مع تربيع المسافة. ما إن تعلم أن مسار جسم متحرّك 

عي ا ا هو قطع مخروطي معيّن حتى تتوفر لك معلومات حول سرعة هذا الجسم والقوة التي تحركه. 

* يكب ممادلة الل انامس سوف تتعلم. ل هذا الفصل, الارتباط بين القطوع المخروطية وا معادلات التربيمية بمتفيرين. 
ويحلاد عتاصره. كما ستتعلم كيف تُصتف القطوع المخروطية وفق اختلافها المركزي 116081:1©119 (مسار 

5 ب ا الکوکب بلوتو ۴1۵۲٥‏ له اختلاف مركزي شديد؛ بينما يكاد مسار الأرض أن يكون داثريًا) . 
ويسلاد عتاصره. 


* برسم القطوع المخروطية. 














القطوع المخروطية 
عرّف العلماء الإغريق أيام أفلاطون القطوع المخروطية على أنها الخطوط المنحنية الناتجة من 
قطع مخروط مزدوج بمستو. آما اليوم. فيُعرّف العاملون ‏ حقل الرياضيات القطوع المخروطية 


المفردات اط۷ 
قطع مكافئ ‏ هامطهيهم 


قطع ناقص 85 0 باستعمال قانون المسافة ا المستوي الاحداثي. 
قطع زائد ٠‏ دامر 
بؤدة Focus‏ 
دلیل Directrix‏ 
رس Vertex‏ 


محور بؤري ٠‏ 45ھ ۴۵٥۵‏ 
المحور الكبير واھ ۷30۲ 
المحور الصغير اة M100۲‏ 
المحور الحقيقي واه ۴6۵1 


C٥ زانوaاe‎  قفارملا المحور‎ 
axis 





هناك طرائق عذة لتعريف القطوع المخروطية. يُمكنك تعريفها كنتائج قطع مخروط مزدوج 
بمستو. كما فعل الإغريق. ويمكنك تعريفها جبريًا على أنها التمثيل البياني معادلة الدرجة 
الثانية بمتغيرين. 

Ax? + Bxy+Cy? + Dx+Ey+F =0‏ 
ويُمكنك أيضًا تعريفها على أنها مجموعة نقاط المستوي التي تحفّق خاصية هندسية معيّنة. 
أبسط مثال على هذه الطريقة هو تعريف الداثرة باعتبارها مجموعة نقاط المستوي 
التي تقع على البعد نفسه من نقطة معيقة. 


188 الفصل 6 القطوع المخروطية 


سه 


هه 





القطع المكافئ 

تعلّمت ‏ الصف العاشر أن بيان الدالّة التربيعية قطع 
مكافئ. سوف تتملّم ب هذا الدرس خاصّية أساسية 
تُستعمل لإعطاء تعريف هندسي له. القطع المكاضئ هو 
أحد القطوع المخروطية الأساسية. وهو يتمتع 
بالخاصية الانمكاسية. مسا يجعل ميدان استغماله 
واسقا 








1 القطع المکافیٰ ا0 ط۵۲۵ 


القطع المكافئْ مجموعة نقاط المستوي التي تقع على البعد نفسه من نقطة معيّنة تُسمّى | 
ومن مستقيم لا يمر بها يُسمَى الد ليل. النقطة التي تقع بذ الوسط بين البؤرة والدليل هي رأس 
القطع المكاضئ. أما المستقيم الذي يمر البؤرة والرأس فهو محور القطع المكافئ. إذا تأمّلت بذ 
الشكل أعلاه الذي يُبِيّن قطمًا مكاضًا. ستلاحظ أن القطع المكاضَئْ متناظر حول محوره مما يجمل 
محوره محور تناظر. 














إذا كان رأس القطع المكافئ ب نقطة الأصل وكان دليله المستقيم الأفقي م ابؤرته تقع يذ 
النقطة (م ,5)0: تقع نقطة (« ,*) من نقاط المستوي الإحداثي على القطع المكافيٌ إذا كان بعدها 








الدليل م +لا . يُمكن التعبير عن تساوي هاتين المسافتين كما يلي: :. 


م +ر= رم + ل أو *(مجبر 





أو 4= شر e E Fi EE:‏ 
يُمكنك بذ المقابل أن تُبِين أن نقطة يُحقق إحد اثياها المعادلة 
رم 4= 2+ تنتمي إلى القطع المكاشئ. نستنتج مما سبق 
أن معادلة القطع المكافئ الذي بؤرته النقطة (م ,0) ودليله المستقيم 














هي رم 
تُسمى هذه المعادلة الصورة اُبسَطة للمعادلة القطع المكافئ. إذا كان رأس القطع المكائ ب4 النقطة 
(۸ ,۴)۸ وكان دليله المستقيم م-6-(. فإن من الممكن تبيان أن معادلته هي 
(۸-ر)م 4= *(۸-») وتسمى الصورة العامة للمعادلة القطع المكافئ. 

ويك حالة كان محور القطع المكاشنْ أفقيًا. فإن معادلته امُبسطة تُكتب على الصورة رم 4 
على الصورة العامة (:1-عر)م 4- 2(#سبر). 








0 معادلة القطع المكافئ 

الصورة العامة لمعادلة القطع المكاضئ الذي رأسه (4 ,8) ودليله المستقيم م -)=ر. هي 
(۸-«)م 4= *(۸  .)-‏ هذه الحالة محور القطع المكافئ هو المستقيم العمودي / =× 
وبؤرته النقطة (م+4 ,۸). 

الصورة العامة لمعادلة القطع المكافن الذي رأسه (4 .) ودليله المستقيم م - x=‏ . 

هي (۸-×)م 4= *(4-ر). ب2 هذه الحالة يكون محور القطع المكافئ هو المستقيم الأفقي »= ر 
ويؤرته النقطة (6 ,م +8) . 
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به 


مقال [ إيجاد عناصر قطع مكافئ 


جد عناصر القطع المكافئ 4++- *«4- در (البؤرة والرأس والدليل والمحور). 









الحل 

ابدأ بكتابة معادلة القطع المكافيٌ على الصورة العامة أعلاه عن طريق إكمال المربّع. 
(1- )2= أزلجم) د +214 مالم در د مدع 

بالمقارنة مع معادلة القطع المكافي ذي المحور العموديء نجد أن 

ينتج من ذلك أن 









=( .8) ودليله المستقيم 15- 


ر ۲ 1. جد عناصر القطع المكافن 1=0-ر2+ "ر + ×2 . 


من خصائص القطع المكافئ الأكثر استعمالاً. خاصيّة العكس. يقول علماء الفيزياء 

عن سطح أنه عاكس إذا كانت الزاوية التي يكؤنها شماع ساقط على السطح مع مماسه 
عند نقطة السقوط متطابقة مع الزاوية التي يكؤنها الشعاع: بعد انمكاسه» مع هذا المماس. 
تُسمَى الزاوية الأولى زاوية السقوط وتُسمَى الثانية زاوية الانعكاس. يُشكُل سطع المرآة 
المنزلية أبسط مثال على سطح عاكس. 


م - )= ر ومحوره المستقيم 1-=۲=۸. 











هناك نوع آخر من السطوح العاكسة أهمها الصحون 
المستعملة بل التقاط البث التلفزيوني بوساطة الأقمار 
الصناهية. ينتج هذا السطح من دوزان قلع كاه حول 
محوره. تتمتع هذه السطوح بخاصّية مهمّة. فهي تتلقّى 
الأشعة الساقطة بشكل مواز للمحور وتعكسها بحيث تمر 
به بؤرة القطع المكافئ. كما أن جميع الأشعة التي تبثها 

1 لمحور القطع 





1 خاصيّة الانعكاس للقطع المكافئ 


الكرارك ل ل رخا بع اك داق 








اطه منصّف الزاوية التي يكؤنها المستقيم المار ب هذه 
النقطة و بؤرة القطع المكاضئّ. مع المستقيم الموا 
وامارك م. 

القطع التاقص 





ذكر عالم الفلك البولوتي نيكولا كوبرتيكس 5نم ه) اء أن 

الكواكب. بما فيها الأرض. تدور حول الشمس ي مدارات داثرية مركزها الشمس. إلا أن العالم الألماني 
ان [hane Kepler‏ صهح نظرية كوبرتيكس ١‏ أن الكواكب تدور حول الشمس 

مدارات تخذ شكل القطع الناقص (05001858 وأن الشمس تفع ب إحدى بؤدتيه. 

يُشكل استعمال القطوع الناقصة لتفسير حركة الكواكب واحدًا من استعمالاتها. سوف تبدأ دراسة هذا 

النوع الثاني من القطوع المخروطية, كما بدأت دراسة القطع المكافئ؛ عبر تعريفه كمجموعة نقاط يخ 
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المستوي تحشّق شرطًا معيتا. سوف تستعمل يذ تعريفك للقطع الناقص بؤرتين عوضًا عن بؤرة واحد: 
كما كانت حال القطع المكافن. 


القطع الناقص 
القطع الناقص مجموعة نقاط المستوي التي يتخذ مجن الراسان 


بعديها عن نين قيمة ثابتة. تسمّی هاتان النقطتان کے 
بؤرتي القطع الناقص. ويُسمَى المستقيم الذي يمر فيهما ® 
المحور البؤري. يقطع المحور البؤري القطع الناقص يذ 
نقطتين هما رأسا القطع الناقص. يسم الوتر الذي يصل 

بين الرأسين المحور الكبير؛ ويُسمَى منتصفه مركز القطع 

الناقص. كما أن المستقيم المتعامد مع المحور البؤري عند 

المركز. لتقل لسار E‏ 

الثانويان للقطع الناقص. يُسمّى الوتر الذي يصل بين 

الرأسين الثانويين المحور الصغير للقطع الناقص. 








2 








أسهل طريقة لرسم قطع ناقص بمعرفة بؤرتيّه هي 
اا 00 جد لخد شيا يللد يساوي مجموع بعدي 


eu 


قلمًا ود به الخيط. د قم حزك القام قرشم لك مجموعة 
النقاط التي يساوي مجموع بعديها عن البؤرتيّن طول 
الخيط. إنه القطع الناقص المطلوب. 
إذا كانت البؤرتان تقعان ‏ ال 
وکان 2 - ,۳۴ + ۲۴ فإن إحد اث 
نقاط القطع الناقص يحمّقان العلاقة 

مد + اع دم)+ رج )+( 


التبسيط هذه المعادلة. اعزل كل جذر 4 طرف من طرفّيها 





(معحا)ى وزه F, (e.‏ 
نقطة (« ,)5 من 









من ناحية أخرى, يُمكنك أن تَبِيّن التالي: إذا حقّق إحداثيا نقطة (« ,)5 المعادلة السابقة فإن هذه 
النقطة تحقق | 6 - ,۶۴ + م. وهكذاء فإن النقطة (« ٨),‏ تقع على القطع الناقص إذا. 
وفقط إذاء حمق إحداثياها المعادلة أعلاه. 

بما أن ,۴,۴ < ,۲۴+ لم (المتباينة المثلثية العائدة إلى المثلث ,۴ ۲۴) فإن 26 <24 

وبالتالي © <4. ينتج من ذلك أن العدد *ء- *ه. به المعادلة أعلاه. موجب. إذا سميتا ط 

الجذر التربيعي للعدد *- ى ؛ تصبح المعادلة 














وهي الصورة المبسّطة لمعادلة القطع الناقص ١١‏ 
أن القطع الناقص متناظر بالنسبة إلى كل من محوري الإحداثيات ومتناظر بالنسبة إلى قطة الأصل. 
وهويقع داخل المستطيل المحدّد بالمستقيمات 0- > ٠×‏ » =× ؛ 8- - و 8-بر. يمس القطع 
لناقص هذه المستقيمات عند 4 نقاط هي: 
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)4. 0( .)-4, 0( الرأسان‎ ٠ 

* الرأسان الثانويان (6- ,0). (۵ .0) 
أخيرًاء مماسّات القطع الناقص عند هذه النقاط متعامدة مع محورّي الإحداثيات. 
لكن إذا كان مركز القطع الناقص لا يقع + 
اسم “رمسم 


5 5 





نقطة الأصل. فإن معادلته تثخذ الشكل: 














إذا كان المحور البؤري أفقياء والشكل: 





سما لم 





إذا كان المحور البؤري عموديًا(لاحظ أن . 4<0 دائمًا). 











چ ثَ 
أن النقطة (/ .#) هي مركز القطع الناقص. 
































) معادلة القطع الناقص 1 
الصورة العامة لمادلة القطع الناقص هي: 
كد es A‏ 
حم ت 
0 
شه نكا إذا كان عموديًا. 
5 8 
هذه الممادلة. 4 هونصف المحور الكبير وة تصف المحور الصفير. و( ,8) المركز. 1 
عناصر القطع الناقص الأخرى هي: هم 
* المسافة بين بؤرة والمركز: ع 
» الرأسان: ( ,± 8) إذا كان المحور البؤري أفقيًا و (م+4 ,۸) إذا كان عموديًا. 
* الرأسان الثانويان: (425 ,8) إذا كان المحور البؤري أغقيًا و (۸ ,+8) إذا كان عموديًا. 
* البؤرتان: ( ,©+#) إذا كان المحور البؤري أفقيًا و( +4 ,8) إذا كان عموديًا. 


8 J 
بين الرسم والجدول أدناه العلاقة بين‎ 
الصورة امُبسّطة لمعادلة القطع الناقص‎ 
وصورته العامة حالة كان المحور البؤري‎ 








أفتيًا. 
الصورة العامة 
ر ا 
الرأسان (4,0-)(4,0) |الرأسان (h+a, kK) (h-a, k)‏ 
الرأسان الثانويان | (ض- .0.81.60 |الرأسان الثانويان | (ط-۸ .6) »461 .6) 
البؤرتان  ),0()-,0(‏ |البۇرتان (hte, KJu(h=e, kK)‏ 




















بالنسبة تقطوع الناقصة التي محورها البؤري عمودي, تكون الصور 


للمعادلة 1 العم فم 








بك والصورة العامة 1-. 
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مقال [8 إيجاد عناصر قطع ناقص 
جد عناصر القطع الناقص 8=0-ر4+×+8- *ر+ بره 
الحل 
حول معادلة القطع الناقص إلى الصورة العامة بإكمال المريّع بالنسة إلى + قنز . 
Fla) 4x +" 8x +4 y-8 =0‏ 
8= 4+ ”ر 4x -8x+‏ 








2 
ت‎ 4)= ٍِ 
4) i +4y+ ) 8+4+4 5 
4(x-1)” +(y+2)” =16 ف‎ 
الس كلحم‎ 





1 








3 16 





تستنتج من هذه المعادلة 
6ح ثور 4= ف 12= «k= (e =a b^‏ هدع 
نصف المحور الكبير: 4 - 16/ =4 ؛ نصف المحور الصغير: 2= 4 =ط , 

المركز (2- ,1) =( ,#). المسافة بين المركز والبؤرة:20/3 -12/.- 16-4 = *8- مل 
البؤرتان: (2120/3- ,1) - ( 42 ,( 


2 |= بقعم دو as.‏ 














الرأسان الثانويا 


3 روم 
الرأسان الأساسيان: ) )2 عه (h, kta)=(1,‏ 





مقال [8 مدر مر 
مدار القمر حول الأرض قطع ناقص تقع إحدى بؤرتيه 
يذ مركز الأرض. طول المحور الكبير دتها 800 768 
وطول المحور الصغير1 640 767. كم تبعد عن مركز 
الأرض أقصى نقطة وأدنى نقطة يمر بهما القمرة 


الحل 
ابدأ بإيجاد »وط . 
2a = 768 800 = a = 384400‏ 





0 = ط = 767640 = 2b‏ 
احسب الآن ع . 21108 = *ط- هل = 


تقع أقصى نقطة يمر بها القمر على مسافة ۸١١‏ 405508 4+6 عن مركز الأرض؛ وتقع 
أدنى نقطة على مسافة نط1 363292 - 6-6 مثه. 








> ”" 3 على أي مسافة من مركز الأرض تقع البؤرة 
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١‏ خاصية الانعكاس للقطع الناقص 
يُشْكُل العمود على مماس القطع الناقص عند نقطة 7 من 
نقاطه منصّف الزاوية التي يكؤنها المستقيمان الماران ‏ 
هذه النقطة. و بؤرتي القطع الناقص. 





القطع الزائد 

تعريف القطع الزائد مشابه لتعريف القطع الناقص. فكما أن القطع التاقص هو مجموعة 
نقاط المستوي التي يساوي مجموع بعديها عن نقطتين بتة, كذلك القطع الزائد 
هو مجموعة نقاط المستوي التي يساوي مطلق فرق بعديها عن نقطتين معي ة ثابتة. 








القطع الزائد 
EE‏ المستوي التي يساوي مطلق 





هاتان النقطتان بؤرقي القطع الزائد. ويُسمَى المستقيم 
الذي يمر فيهما محوره البؤري. يقطع المحور البؤري 
القطع الزائد ب ن هما رأسا القطع الزائد. 
القطعة المستقيمة التي تصل بين الرأسين المحور الحقيقي؛ 
ومنتصفها مركز القطع الزائد. كما يُسمّى المستقيم 
المتعامد مع المحور البؤري عند المركز المحور المرافق للقطع 
الزائد. يتميّز القطع الزائد من القطع الناقص والقطع 
المكافن أنه يتألف من فرعَيّن متناظزين بالنسبة إلى المركز 
وإلى المحور المرافق. 











إذا كانت البؤرتان تقعان 
كان 24=| ٣۴,‏ - 0 


(erey + (=e) + 


لتبسيط هذه المعادلة: اعزل كل جذر ب طرف من طرفيها. 


النقطتين(0 ,ع-) ۴ و(0 ۴)٥,‏ وإذا 






الملاقة 26 











تُشبه هذه المعادلة معادلة القطع الناقص. ا لأن 2a‏ م لأنها تمثّل المرق بين 
ضلمي المثلث ر۶۴۴ . من ناحية أخرى. يُمكنك أن تبن حقّق إحداثيا نقطة(ر ,)م 
المعادلة السابقة مع © >6 >0 فإنها ت 





إذا سميّت 8 الجذر التربيعي الموجب للعدد ۾ - *6 وتصبع المعادلة: 
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به 


إذا قارنت بين المعادلتين المبسّطتين للقطع الناقص والقطع الزائد تجد أنهما تتشابهان إلا يذ أمرين: 
أولاً. تتضمن معادلة القطع الناقص إشارة الزائد + . بينما تتضمن معادلة القطع الزائد إشارة 
*» لك معادلة القطع ل 





2 
أو 





لناقص. ثانيًا. *8- 
تذكر أنه و و » ترتبط بالملاقة تكشف هذه المعادلة أن القطع الزائد متناظر بالنسبة إلى كل من محوّري الإحداثيات. وهما المحور 
هد ثم» © استنانا إلى ميرهنة ‏ البؤري والمحور المراف اظر بالنسبة إلى نقطة الأصل. يتقاطع القطع الزائد مع المحور × عند 
,تس سس نقطتين هما (0 ,4-) و (0 ,6) وهما رأسا القطع الزائد. أخيرًا. مماسًا القطع الزائد عند 
هما مستقيمان متعامدان مع محوره البؤري. 








اقص. يذ حين أنها *8+ ي = © به معادلة 











رأسَيَ 
الكن إذا كان مركز القطع الزائد لا يقع ب4 نقطة الأصل؛ فإن معادلته تأخذ الشكل 
(PF _ oF‏ 


5 5 














إذا كان المحور البؤري أ 





( 
إذا كان المحور البؤري عمود: 


تذكر أن النقطة (۸ ,:7) هي مركز القطع الزائد. 





المحاذيان 

للقطع الزائد محاذيان هما 

=k Ê(x-%)‏ إذا كان المحور البؤري أت 
و (۸- »)+ ۸= ر إذا كان المحور البؤري عموديًا. 
يساعد المحاذيان على رسم القطع الزائد. كما يساعد 
على ذلك أيضًا أن تعرف أن المحاذيين يتقاطعان عند 
مركزه؛ ويحملان قطري المستطيل الذي مركزه يخ 
مركز القطع الزائد وبعداه ۶24 28. 








(eal) 





معادلة القطع الزائد 


الصورة العامة لمعادلة القطع الزائد هي: 
e‏ _ “رمع 


a 5 





إذا كان المحور البؤري 





كم إذا كان المحور البؤري عموديًا. 





هذه المعادلة: (4 ,8) هو مركز القطع الزائد؛ » هو نصف المحور | 
+ ملد المسافة بين المركز وبؤرة. 

عناصر القطع الزائد الأخرى هي: 

* الرأسان: (۸ ,6+ ) إذا كان المحور البؤري أفقيًا و ( +4 ,۸) إذا كان عموديًا. 
* البؤرتان: ( ,+ ) إذا كان المحور البؤري أفقيًا و(ء ± ۸ ,8) إذا كان عموديًا. 
» المحاذيان: (- »)۲± دير إذا كان المحور البؤري أفقيًا و(-)2 +4 = 
عموديًا. 












إذا كان 
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به 





= . لاحظت أن القطع | 

. 2 
الزائد فيقع بكامله خارجه. ذلك أن المعادلة 2-1 + 
8 ا 
! أن كلاً من القطعين له مماسّان عتد رأسيه. هما ضلعان متقابلان 4 








وبالتالي 8 <* أو 
5-4 , لاحظ أ 
المستطيل. 
1 كيف ترسم القطع الزائد 
1. عيّن النقاط (0 ,4*) و (28 ,0) . وأكمل المستطيل الذي تُحدّدانه. 
2. ارسم المحاذيين عن طريق تمديد قطرّي المستطيل. 
3. استعمل المستطيل والمحاذيين لقيادة خطاك # رسم القطع الزائد. 


0 . , 
كمسر ”| ر 


























SI EE 2 









ارسم القطع الزائد 16= ر ثير4. 0 
الحل 

أبدأ بكتابة معادلة القطع الزائد على الصورة العامة. 

د 16د ر رھ 





1 
ينتج من ذلك أن المحور البؤري أفقي وأن مركز القطع الزائد هو نقطة الأصل. 
بعدا المستطيل هما 4 - 26 83 -28. 


ارسم الآن المستطيا 
m4j"‏ 
ده كفي 
: 1 
1 ۱ 
EE‏ 
1 1 
e e‏ 5 
او وي 
Si‏ ا SS‏ 7 7 
1 1 
1 : 
١‏ له ) 
١‏ ۱ 
1 1 
o ora‏ 





ارسم قطرّي المستطيل ومدّهما لتحصل على محاذيي القطع الزائد. 
يُمكنك الآن أن ترسم القطع الزائد بشكل مقبول. 
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يمكنك أن تجد. انطلاقًا من المعادلة عناصر القطع الزائد. وهي: الرأسان والبؤرتان والمحاذيان. 
ميّز قبل ذلك إن كان المحور البؤريٌ للقطع أفقيًا أو عموديًا. 


کال Bl‏ إيجاد عناصر قطع زائد بؤرتاه على المحور × 









جد عناصر القطع الزائد 1 ج 
اقن 
4 2م 5= تقر 9= توب تمد تم 5 اا 


المركز:(0 ,0) 


. جد عناصر القطع الزائد 2-1 - ج‎ .5 E 


GE‏ 6 إيجاد عناصر قطع زائد بؤرتاه على المحور لر 
جد عناصر القطع الزائد 1- © ف 
الحل 
4= تمل 5= 0 
المسافة بين المركز والبؤرة 
البۇرتان:(3 ± ,0) =(ء± ,0) الرأسان: (±2 ,0) -(4 2 .0) 





e = + 














2 x×:نايذاحملا‎ 


عدر المركز: (0 ,0) 








4 التمارين من 1 إلى 4: اقرن القطع المكافئ بالمعادلة التي يمثّلها. 
ر2= ثم رد ×8= ر ب 
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التمارين من 5 إلى 8: اقرن القطع المخروطي بالمعادلة التي يمثلهاء 

















التمارين من 9 إلى 13 جد بؤرة 


© 2= ”ر © -دثر © 0= 0-27 (x+3)+‏ 


y +4 +8+-12=0 


القطع المكافى ورأسه ودليله وارسمه. 


اسهسبرة جير4 ب x‏ 








ل التمارين من 14 إلى 17؛ اكتب معادلة القطع المكاض 
الرأس: (2 ,3) ؛ البؤرة: (2 ,1) © الرأس: (0.4) ؛ الدليل: 2 


6 البؤرة: (2,2) ؛ الدليل: 2 3 الرأس:(4 .2)؛ التقاطمان الأفقيان: (0 ,0) 
4,0(3) 





0 
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4 التمارين من 18 إلى 21 ؛ جد عناصر القطع الناقص ثم ارسمه. 


s+ =0 ©‏ ىر ا 


E SE 6 36-0جبر24- 36 + ")4+ ثرو‎ 





التمارين من 22 إلى 25 اكتب معادلة القطع الناقص. 
© المركز: (0,0) ؛ بؤرة: (2,0) ؛ رأس: (3,0) 

الرأسان: (3,1) 3.9(3) ؛ المحور الصغير: 6 

ليع البؤرتان: (5 ,0) ؛ المحور الكبير: 14 

© المركز: (1,2)؛ المحور البؤري عمودي؛ يمر ب4 النقطتين (6 ,0) و (3,2) 





التمارين من 26 إلى 29 جد عناصر القطع الزائد ثم ارسمه. 


وه چ 


© 0عاقدروك-مف °ر9- x‏ 





بك التمارين من 30 إلى 33 اكتب معادلة القطع الزائد. 
ن: (21.0) ؛ المحاذيان: 3 ±= ر 

الرأسان: (3 ± ,2) ؛ يمر النقطة (0,5) 

المركز: (0 ,0) ؛ بؤرة: (4 ,0)؛ رأس:(2 ,0) 
الرأسان: (3 ± ,2)؛ البؤرتان: (5 + ,2). 














© عرف كلا من القطع المكافنْ والقطع الناقص والقطع الزائد. 
اكتب؛ على الصورة العامة؛ معادلة القطع زائد الذي يقع رأسه بك النقطة (/.ظ) 


6 اكتب» على الصورة العامة؛ معادلة القطع الناقص الذي يقع مركزه ع النقطة (/ ,8) - 
اكتب. على الصورة العامة معادلة القطع الزائد الذي يقع مركزه ب النقطة(K‏ ,8) . 
اكتب معادلتي المحاذيين للقطع الزائد الذي يقع مركزه ف النقطة (8,6). 


3 اكتب بأسلوبك خاصّية الانمكاس للقطع المكاضئ. 





سحب القطع المكافئ 8 - ”( وحدتين إلى الأسفل ووحدة واحدة إلى اليمين للحصول 
على القطع المكاضئ (8)6-1 - *(0+2) . 
[1] جد رأس القطع المكافئ الأصلي وبؤرته ودليله. 

عيّن رأس القطع المكاشئ الجديد وبؤرته وارسم دليله. 

[ج] ارسم القطمين المكافئين (الأصل والصورة). 
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تصنيف القطوع المخروطية 


Classifying Conics 


الأهداف القطوع الناقصة والمدارات 
* يُصثف القطوع المخروطية | ر ‏ بم ا 

ول كايا رعو يرن كل قطع مخروطي بعدد يمى الاختلاف المركزي. تَحد 
يُعرّف القطوع المخروطية إن كان القطع دائرة أو قطعًا ناقضًا أو 
بالبؤرة والدليل. اثداء كما تُحدّد عنا. 
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4 حالثي القطع 


1 لناقص والقطع الزائد. سوف نبدأ بالقطع الناقص. ن 
الم ات 5ا الثاقص والقطع الزائد. سوف نبدأ بالقطع الناقص. بالرغم من 
أن المسافة بين مركز القطع الناقص وإحدى بورتيه. ‏ . لا تظهر 


الاختلاف المركزي !0601م 

المعادلة م 
البؤرة (a>b)& =1 Focus‏ 
الدليل Directrix‏ 





دائرة عندما يكون 6-0 (4-8) ويأخذ ‏ الانبطاح مع تزايد 
قيمة © حتى يُصبح قطعة مستقيمة عندما © 








€ تُستعمل نسبة > إلى 2 لوصف الهيثاء 
الاختلاف المركزي 


الاختلاف المركزي للقطع الناقص 2-1 
5 


مقال [[ إيجاد رؤوس القطع الناقص 







الحل 


يقع رأسا القطع الناقص عند (±8.75 .0). 








يقع رأسا القطع الناقص عند (4 .0) . بما أن ده فإن 875- 
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.مع تزايد قيمة » . يتحول القطع 
الناقص من دائرة إلى قطعة 





المختلفة للقطع الناقص. هذه النسبة هي الاختلاف المركزي. 


5" 1. جد إحداثيات رأسّي قطع ناقص اختلافه المركزي 0.75 وتقع بؤرتاه 
)465 ,0(. 


ممم 


للقطع المكافئ بؤرة واحدة ودليل واحد ب حين أن 
للقطع الناقص بؤرتان ودليلان. الدليلان هما 
مستقيمان متعامدان مع المحور البؤري ويقطمانه : 
على مسافة ± من المركز. تتمثع كل نقطة 8 
اط القطع المكافئ بالخاصية التالية: 
PF=1xPD‏ 








0 القصل 6 القطوع المخرو. 
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حيث 2 أقرب نقطة من نقاط الدلیل إلى 

تُصبح العلاقة السابقة. بالنسبة إلى القطع الناقص» ,۲2 ×= ,۲۴ و ,58 ×= ,۶۴ حيثء 
الاختلاف المركزي للقطع الناقص. ,۴ و ,۴ بؤرتاه. ,2 و ,2 النقطتان على دليلي القطع التاقص 
الأقرب إلى ۲ . 





كل معادلة من المعادلتين ,كام = ۲۳ و رطم »ام - ۶۴ » ينبفي أن تكون البؤرة والدليل 
من الجهة نفسها من مركز القطع الناقص. إذا كانت 4 رأس القطع الناقص وكانت := × معادلة 
تُحقق 4 × = 4۴ كما أن :7 تحقق العلاقة (4-:7)» -(4-6) لأن 4 تنتمي 












-(ه- )عه - (م-ه) وبالتالي ت 


معادلة 





الاختلاف المركزي للقطع الزائد 





١ 


ن البؤرتين إلى 





لاحظ أن الاختلاف المركزي لكل من القطع الناقص والقطع الزائد هو نسبة المسال 
المسافة بين الرأسين. لأر 





ردي القطع الناقص أصغر من المسافة بين الرأسين. مما يجعل الاختلاف المركزي | 
28 أصفر من 1ء حين أن المسافة القطع الزائد أكبر من المسافة بين الرأسين مما يجمل 
الاختلاف المركزي أكبر من 1. 
مقال [02] إيجاد الاختلاف المركزي 
جد الاختلاف المركزي للقطع الزائد 144- *بر16- 92 . 
الحل 
ابدأ بكتاية معادلة للقطع الزائد على الصورة المبجسطة. 














ب د رو ÊS‏ 
1= ھ1 = كيد د 144= ر16 ثرو 
لديك 4= 5-33 . 


ينتج من ذلك 5= ۷25 = ۷16+5 = + لادء و 4سكد . 


كاك * جد الاختلاف المركزي للقطع الزائد 144= *ر9- *×16. 


كما ب حالة القطع الناقص. كذلك به القطع الزائد يؤدي المستقيمان ±= + دور دا 


أن ۶D,‏ ×= ۶۴ 5 ,۶7 ×= ,27 حيث ۶ نقطة من نقاط القطع الزائد. ,۴ ق۴ بؤرتاه. 





حين أن ,2 2 النقطتان على الدليلين الأقرب إلى النقطة ۲ . 
وكما حالة القطع الناقص. يُمكننا تبيان أن معادلتي الدليلين هما : 
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تعريف موحد للقطوع المخروطية 
لإكمال الصورة حول القطوع المخروطية, نعرّف الاختلاف المركزي للقطع المكافن ي 1= . 


ر 


الاختلاف المركزي للقطع المكافئ 


الاختلاف المركزي للقطع المكاض هوا -». 





2/12/15 
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إذا راجمت العلاقات التي تحشّقها القطوع المخروطية الثلاثةء تستطيع إعطاء تمريف موحد لها 


باستعمال ب 


ة ودليلها والاختلاف المركزي. 


التعريف المؤحد للقطوع | 





المخروطية 


إذا كانت ۴ نقطة ك المستوي 4 مستقيمًا من مستقيماته وء عدا حقيقيًا غير سالب. 








يكون القطع المخروطي 


لا تبدو المعادلة © - 
الإحداثيات لوجدت 





* قطمًا مكاضتًا إذا كان 
* قطمًا نا 
» قطمًا زا: 








إذا كان 6>1. 





إذا كان 1< 





ائج مختلفة» من حيث شكلها. وه 


إن القطع المخروطي ذا البؤرة ۴ والدليل 4 والاختلاف المركزي » هو مجموعة النقاط 


سهلة الاستعمال. فهي لا تتضمن إحد اثيات. وإذا حاولت أن تترجمها باستعمال 
لقيمة ء . إلا أنها عملية سهلة جدا بل نظام 
آخر هو نظام الإحداثيات القطبية لدرجة أن علماء الفلك والفضاء يستعملونها منذ أكثر من 


إذا عرفت البؤرة والدليل المرافق لها ب4 قطع زائد مركزه ‏ نقطة الأصل وبؤرته على المحور × 
يُمكنك أن تستخلص فيمة الاختلاف المركزي ء. وبالتالي استخلاص معادلة إحداثية له انطلاقًا من 


المعادلة 88 »اع = ۶۴ كما سترى يذ المثال التالي. 





نقطة الأصل وتقع بؤرته على المحور × . 


مشاں ل 


استعمال البؤرة 





والدليل 


نك فعل الشيء 


نفسه لقطع ناقص مركزه 


جد معادلة إحداثية للقطع الزائد الذي يقع مركزه 4 نقطة الأصل وله 


بؤرة 4 النقطة (3,0) ودليله المستقيم 1-+ . 
الحل 

بما أن مركز القطع الزائد ية 
من ناحية أخرى, معادلة الدليل هي 1= 
وبالتالي 3 - *ء. تستنتج من كل ذلك أن 3/-» 
من ناحية أخرى. يُمكنك ترجمة العلاقة 
إحدائيًا بما يلي: 0م ×= ۲۴ 


نقطة الأصل والبؤرة 











PF=exPD 





الفصل 6 القطوع المخرو. 











=× مما يُنتج » -0. وأخيرًا 


3-1 


-2x+1(‏ م3 


إذ النقطة (0 .3) فإن 3 














(x-3) +(y-0 
x -6x+9+ 


2x - 
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ات ذ جد a O TE‏ 
وله بؤرة 4 النقطة (3,0) ودليله 4=× . 


قان 120 





إيجاد معادلة قطع ناقص بمعرفة اختلافه المركزي وبؤرة ودليلها 

جد معادلة القطع الناقص الذي اختلافه المركزي 0.8 وإحدى بؤرتيه النقطة (5,1) 
ودليلهاالمستقيم 6.25 - + . 

الحل 

ابدأ بإيجاد © باستعمال معادلة الدليل 6.25 -: 





= تحصل على 2520.85 6 -» 6.25 -0. 
وبالتالي 5×0.8=4=¢×2= 3= 9/.- 25-16/.- 2- 2= . يبقى تحديد مركز 
القطع الناقص. الإحداثي للبؤرة هو .+= مما يُعطي 5-4=1=ء- ×= . من ناحية 
أخرى, الإحداثي ا للمركز هو الإحداثي أ للبؤرة أي 1. إذا 1=( . يُمكنك الآن أن 


















35 ة القطہ الناقے | “لتر 1د 
تكتب معادلة القطع الناقص 1= ب 








EV‏ * جد معادلة القطع الذي اختلافه المركزي 0.8 وإحدى بؤرتيه النقطة 
(1,5) ودليلها المستقيم 625=ر. 


ب التمارين من 1 إلى 4» جد الاختلاف المركزي والبؤرتين والدليلين لكل قطع ناقص. 


20 + =2 € 16° +2° =0 © 


التمرينين 5 و 6 جد الاختلاف المركزي ثم المعادلة المختصرة للقطع الناقص الذي يقع مركزه 
نقطة الأصل بمعرفة بؤرة ودليل. 








64 +9 54د‎ E 3 +2, -6 





)0 ,5( ؛ الدليل: چ 





البؤرة: (0 ,4-)؛ الدليل: 16 





ارسم قطمًا ناقصًا اختلافه المركزي چ اشرح طريقة عملك. 


€8 رؤوس قطع ناقص هي (1 ,1) . (4 .3). (7 ,1)ء (4 ,1-). ارسم القطع الناقص 


3[ جد معادلة لقطع ناقص اختلافه المركز: 


وجد معادلته العامة. جد بؤرتيه واختلافه المركزي ودليليه. 





3 وإحدى بؤرتيه النقطة (0 ,4) ودليلها 9-مر . 


ك التمارين من 10 إلى 13ء جد الاختلاف المركزي للقطع الزائد وجد بؤرتيه ودليليه. 


© 4= نرت مدو O‏ 





-*< © 16ح ث2 s2‏ 8 





16 2- تبرق 





التمرينين 14 و 15ء جد المعادلة المبسّطة للقطع الزائد بمعرفة الاختلاف المركزي والرأسين 

أو البؤرت 

الاختلاف المركزي 3؛ الرأسان العموديان (±1 ,0). 

89 الاختلاف المركزي 3؛ البؤرتان (0 ,±3). 

3 جد فيم 514و بحيث يمر القطع الناقص +١=0‏ رط +عه+ *ر+ 4 ج النقطة (2 ,1-) 
ويكون المحور × مماسًا له عند نقطة الأصل. ما قيمة الاختلاف المركزي لهذا القطع الناقص؟ 

يع جد معادلة للقطع الزائد الذي بُشكُل مجموعة نقاط المستوي التي يساوي مطلق الفرق 


بين بعديها عن النقطتين (2 ,2) و (2 ,10) قيمة ثابتة 6. 
2-6 تصنيق القطوع المخروطية . 203 





0 
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جسم کک 
اختبار جزئ 


0 


7 8 القطوع المخروطية 
3 جد بؤرة كل قطع مكافئ. وحدّد رأسه ودليله. ثم ارسمه يذ المستوي الإحداثي. 
-4x=0 O‏ ”ر عا “)عع (ع] x? -2x+2y+3=0‏ 
جد مركز كل قطع ناقص. وحدّد بؤرتيه واختلافه المركزي. ثم ارسمه ‏ المستوي الإحداثي. 
لكا 1= 4+ ها 4x +y*-8x-12=0‏ 








جد مركز كل قطع زائد. وحدّد بؤرتيه والمحور الكبير. ثم ارسمه بك المستوي الإحداثي. 
O‏ 4= لها ادغ 40-1 





9 
R11) 





اكتب» على الصورة العامة؛ معادلة لقطع ناقص مركزه (1 ,1)3 وأحد رؤوسه (1 ,4)6 وأحد دليليه 
المستقيم 7=× . 

3 _اكتب, على الصورة العامة؛ معادلة لقطع زائد مركزه نقطة الأصل وأحد رأسيه (0 ,۸)3 
واختلافه المركزي 5 





34 || تصنيف القطوع المخروطية 

نقطة تتحرّك بك المستوي الإحداثي ق دائمًا العلاقة 1-|114-11/8| حيث (1- .۸)0 َ(3 ,8)0 . 
حدد نوع المنحني حيث تتحرك هذه النقطة؛ واكتب معادلته على الصورة العامة. 

€ تتحرك نقطة 24 المستوي الإحداثي بحيث تساوي المسافة بينها وبين نقطة الأصل ثلثي المسافة بينها وبين 
= ×. حدّد نوع المنحني حيث تتحرّك؛ واكتب معادلته على الصورة العامّة. 











204 الفصل 6 القطوع المخروطية 
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المعادلات التربيعية بمتغيّرين (للإطلاع) 
Quadratic Equations in 2 Variables‏ 


الأهداف المنحنيات التربيعيّة 


يتخلص من الحد التقاطمي 
بإدارة محوري الإحداثيات. 





Ax? + Bxy+Cy? + Dx+Ey+ F =0 





حيث ۸ 5 8 © و 0 و۴5 أعداد حقيقية لا تساوي جميمها 0. غالبًا ما يكون هذا المنحني قطمًا 
اتسيف الممادلات التريعية ميفروطيًا. لكنه قد يكون. بل حالات الترذي. 
الخالية. من المتعارف عليه تسمية المنحنيات ١‏ 
المفردات راداuطةءه۷‏ التربيعيّة. 
ن 






ة أو مستقيمين متواز, 


ي تمثل المعادلات التر؛ 








ال فس لا شك ب أنك تساءلت عن الحد 820 الذي لم تصادفه 





ذب معادلات القطوع المخروه :1 
رأيتها. يُسمَى هذا الحد الحد التقاطمي. يمود غياب الحد التقاطمي إلى أن محاور القطوع 
المميز 017308 المخروطيّة التي رأيتها كانت دائمًا موازية لمحوري الإحداثيات. لكي ترى ما يحدث عندما لا تكون 
ب معادلة القطع الزائد بك الحالة 4-3 





هذه المحاور موازية لمحوزي الإحداثيات. سوف : 
والبؤرتان (3-,3-)5 و (3 ,8)3 


القطع الزائد المذكور هو مجموعة النقاط(ز ,»)۲ التي تحقّق 24=2)3(=6=| ,۲۴ - ۲| 5: 
هذه العلاقة إحدائيًا إلى كندب ”(3- )+ 3(7-م)ل.- *(3جر)+ ”(3جم) 

إذا عزلت أحد الجذرين ‏ طرف. وقمت بالتربيع, ثم عزلت الجذر الباقي ‏ طرف وقمت بالتربيع. 
من جديد تصل بعد التبسيط إلى 9- و2 











محاذيا القطع الزائد وفقًا للمعادلة الجديدة هما محورا الإحداثيات؛ بينما يكؤن المحور البؤري مع 
الاتجاه الموجب للمحور × زاوية قياسها * راديان. 


3-6 المعادلات التربيعية بمتفيزين 205 
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إدارة محوزي الاحداثيات للتخلص من الحد ر×8 
للتخنّص من الحد التقاطمي: يقوم العاملون. حقل الرياضيات 
بإدازة محوتي الإحداثيات حول نقطة الأصل الحضول على مسو 
إحداثي جديد لا تتضمّن معادلة المنحني فيه أي حد تقاطعي. 
بالاستناد إلى الشكل المقابل؛ يُمكنك أن تكتب: 








ع OP sin@sin‏ حبع ودف 0 ومن OP‏ حزن +8 )ؤم م0 = x= OM‏ 
OP sin 0 cos ot‏ جين هذه 0 عم OP‏ - زوج 0 )متو م0 = y= PM‏ 





1 -ممنوم0 فإن: 


0 ذة ”بز - بن دوت 7 





cose:‏ بر ب0 صلم 








يُمكن كتابة العلاقة السابقة على الصور: 
“داهف x cos‏ 
ly)‏ 0 
مقال [ التخنص من الحد التقاطعي 


جد معادلة القطع الزائد 20-9 ئ المستوي الإحداثي الناتج عن دوران محوري الإحداثيات 
حول نقطة الأصل بزاوية چ راديان. 


المصفوفية التالية. كما تعلّمت ذلك الصف الحادي عشر. 











Ea‏ يُمصليك "7 صر عرض عن + و بر المعادلة 
الديك حل = دا = 5٥ء‏ مما يُمطيك تي بر و ل = ر. عؤض عن × و رل المعادلة 


Ys TT 


تشكل معادلة القطع الزائد به المستوي الإحد اث 











7 "”" 1. جد معادلة القطع الزائد 1= بط المستوي الإحداثي الناتج عن إدارة 
محوزي الإحداثيات حول نقطة الأصل بزاوية 5 راديان. 


إذا عدنا إلى المعادلة التربيميّة ب4 متغيّرين وعؤضنا عن × و( بقيمئيّهما بدلالة » و »و “زا نحصل 
على صيغة المعادلة ‏ المستوي الإحداثي الجديد: 








"تح قل +D'xX‏ رتنس وير قل ب Ax‏ 
ترتبط المعاملات الجديدة والمعاملات القديمة بالملاقات التالية: 





= Acos* جين‎ Bcosorsinot + © sin? 0 
8“ - Bcos20.+(C—A)sin 20: 





C'= Asin? a Bsinacosa.+C cu 
D' 
E'=—Dsina.+ Ecos 
F=F. 


`= Dcosat+ Esin 





الفصل 6 القطوع المخروطية 








GRADE12-CHAPTER 6 2013-final 2/12/15 2:38 PM Page 22 
حبق‎ 


للتخلّص من الحد ×8 . يكفي اختيار» بحيث تكون 0= 8 . مما يُعطينا: 


تحديد زاوية الدوران » 
مما عطي 
* إذا كان 1*6 اختر © بحيث يكون بكم -:20 هما 





» إذا كان 





اك ؛ اختر ۴= = F'=Bcos20.=Bcos$‏ 


: 
مقال [1] التخلص من الحد التقاطعي 

جد زاوية الدوران » بحيث لا تتضمن معادلة المنحني 10-0- "ر + د3ل + +2 بج المستوي 
الإحداثي الجديد حدًا تقاطعيًا. جد معادلة المنحني ب المستوي الإحداثي الجديد. 







الحل 
لديك 4-2 . 3 =8 .1= .٥‏ بالتعويض. تحصل على ۷/3 = ر = كي -:20 هها . ينتج من 
. معاملات معادلة المنحني ب المستوي الإحداثي الجديد هي: 








“"©. 8-0 ع '2, 10-- ۴ مما يُعطي 10-0- )+ + (*)‡ 
*). هذا المنحني هوقطع ناقص تقع بؤرتاه على المحور م 


ک۷ 2 جد ذاوية الدوران» بحيث لا تتضن معادلة النحني ۵ اجبر وسور 
ل المستوي الإحداثي الجديد حدًا تقاطعيًا. جد معادلة المنحني ب 

المستوي الإحداثي الجديد. 

الممكنة لعادلة ترم 

بما أن بالإمكان دائمًا التخنّص من الحد التقاطمي. 

.A* +Cy* + Dx + Ey+ F =0 تُكتب‎ ù الترب‎ 


يُمكن لهذه المعادلة أن تتمثل بيائيًا ي 














1. دائرة إذا كان 4-60 (لها حالتا تردٌ: نقطة والمجموعة الخالية). 





2. قطع مكافئ إذا كانت تربيعية بأحد المتغيّرين وخطية بالمتفيّر الآخر. 
3 قطع ناقص إذا كان ۸ وَ © من الإشارة نفسها (له حالتا 


4. قطع زائد إذا كان ۸ © من إشارتين متعاكستين (له حالة ترڈ: مستقيمان متقاطمان) . 





نقطة والمجموعة الخالية). 


5. مستقيم إذا كان 4-6-0 وواحد على الأقل من المعاملّين 2 و 8 مختلفًا عن 0. 


3-6 المعادلات التربيعية بمتغيزين ‏ 207 



































مقال [3] اختبارسميْر 







|[اا دجسم ,3+ 3-6 








8 الفصل 6 القطوع المخرو. 
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حدّد طبيعة المنحني الذي يمل كل معادلة. 



































F E D C B A‏ المعادلة ملاحظات 
دائرة 1| F<0:A=C -4|lo0o|o|1|o‏ 
قطعمكافئّ | 0 | 0 | 1 |9-| 0|0 دود ر تربيعي يذ لاء خطّي اند 
قطعناقص | 4 | 0 | 9 | F<0.4#C.AC>O 0|١‏ 
مستقيمواحد| 1 | 0 | 0 | 0 ]01 ]| 0 المحورلر 
5 تحليل إلى 
مستقيمان 0 1 0 1 1- | 1- (x-1Xy+1)=0‏ 
متقاطعان 1x‏ 
تحليل إل 
تقيمان 0 ek‏ سای 
(x-1(-2)=0 AS‏ 
متوازيان اعم x=2.‏ 
نقطة o|jo|o|1|o|1‏ نقطة الأصل 
مجموعة | 1 | 0 018901 1|901 المجموعة الخالية 
خالية 5 
@ 
اختبار Discriminant 1e5 jak‏ 
مع مراعاة أن بعض القطوع المخروطية قد تكون ‏ حالة ترد فإن المنحني الذي يمل 
المعادلة 0= A + By + Cy? + Dx+ Ey+ F‏ هود 
* قطع مكاي إذا كان المميّز يساوي 0. 
* قطع ناقص إذا كان امز ساليًا. الممييز هو 
2 
* قطع زائد إذا كان المميّز موجبًا. E‏ 











1=0- ر +ر-2 


36-3-(4)3()3 - *(م) - 446 - 82 ؛ قطع مکافی. 
للك ١-4-6‏ -رنن)ه-*(1)- 82-416 ؛ قطع ناقص. 
40-1(=1<0-*(1)= 8-440 ؛ قطع زائد. 
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7 "”" 3 حذد طبيعة المنحني الذي يُمّل كل معادلة. 
+2x-7=0‏ ثرت جوية- 2x‏ 
جاه 
[ع] 1-0+برك- ردبو 





2 ++ 





التمارين من 1 إلى 8» استعمل اختبار المميّز لتحديد نوع المنحني الذي يُمثل المعادلة. 


© 0د °+ 2-3 © 1= 17° جوج 3 
© 2=0+ر- ”ر +2 + x? +4xy +4)? =3 =6 x"‏ 
© 5دمد-ترجو 7-14 خر2 +ورك- 3% 








€ 7= 6+ ر3 +17y+2=0 © y+‏ )6+3+2 
8# اكتب هل بوسعك أن تقول أي شيء عن الرسم البيائي الذي يُمثّل 
F =0‏ جرع جيم + نب + BY‏ + نحل إذا كان 0> 5,46 بِرّر جوابك. 
[@ اكتب هل يوجد قطع مخروطي غير متردٌ ‏ 0= ۴+ Ey‏ +× + نر + 8۸y‏ + ۸ 
يتمئع بالخواص التا 
[7] متناظر بالنسبة إلى نقطة الأصل. 
[ب] يمر ب النقطة (0 ,1) . بر جوابك. 
[ 1 ما نوع القطع المخروطي 0=ر-+2+ رد3 
[ج] استعمل المعادلة لتكتب قيمة '( بدلالة ×. مثّل المعادلة التي حصلت عليها باعتبار ر دالة 
نسبية بدلالة ×. 
2] جد إحداثيات نقطتي القطع المخروطي حيث المماسٌ متعامد مع المستقيم «2-. 
لها إشارة ©4 أثبت صحة كل مقولة عن المنحني 0= ۴+( +× + 2ر0 +برورق + ۸۸ 
أو أعطٍ مثالاً مضادًا يُثبت خطأها: 
[5] إذا كان 4©<0 فإن المنحني قطع ناقص. 
2] إذا كان 46-0 فإن المنحني قطع مكافئ. 
إذا كان 0> 4€ فإن المنحني قطع زائد. 




















مساحة القطع الناقص تعرف التالي: 





اذا كان 0> 82-446 فإن الرسم البياني الذي 





يُمثل المعادلة 02-1 + ر×8 + ”4 هو قطع ناقص. وأن مساحة القطع الناقص الذي محوره 
الكبير 20 ومحوره الصغير 28 هي 540 . بين أن مساحة القطع الناقص تساوي ل 
44C8"‏ 
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ل التمارين من 7 إلى 10: حل المعادلة وارسم بياتها. 


16+ +16 -16x+24y-3=0 





3 +2ر*-12x+12y+29=0‎ © 


التمرينين 11 و 12 جد معادلة القطع المكافئ. 
€ الرأس: (2 ,0) ؛ الدليل: 3 





x 


التمرينين 13 و 14 جد معادلة القطع الناقص. 


© الرأسان:(3,0-) و (7,0) 
البؤرتان: (0,0) 3 (4.0) 


التمرينين 15 16: جد معادلة القطع الزائد. 


© الرأسان: (4,0-) و (4,0) 
البؤرتان: (0 ,6-) و (6,0) 





0 الفصل 6 مراجعة الفصل 


+4° =2 © 
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3-2) +24x+12y+24 =0 E 
ر‎ -12y-8x+20=0 © 


8 الرأس: (2 ,4) ؛ البؤرة:(4,0) 


© المركز: (0,0) 


يمر ب4 النقطتين: (2 ,1) 5 (2.0) 





]< )0,8( . )0,8( 
المحاذيان: 4-=ر و يده دير 
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€ جد معادلة مستقيم مماسٌ للقطع المكافئ 2+×2-* 





:ر ومتعامد مع المستقيم 2-: در . 
© جد معادلة مستقيم مماس للقطع المكافئغ 6-+-ر+ +3 ومتعامد مع المستقيم 5=ر+2×x‏ . 


ل صحون لاقطة يثخذ مقطع صحن لاقط كبير شكل قطع مكافئ معادلته ول = حيث 10055100 . 
وضع المصمّم جهاز الالتقاط ب بؤرة القطع المكافئ. ما إحدائيًا هذه البؤرة5 


لله جد الاختلاف المركزي لكل قطع من القطوع المخروطية وحدّد نوعه. 
am‏ 





x +4) 6+16+2 1=‏ 
سيره ر شيرج 
25x -10x- 200-199 =0 [E]‏ 
زم 34-0 جبرة جرمة - ثرو ثرو 
التمارين من 21 إلى 24: جد معادلة القطع المخروطي على الصورة العامة. 





ك الاختلاف المركزي: 7 .0 ؛ البؤرتان: (±2 .0) © الرأسان: (0 ,±5)؛ الاختلاف المركزي 15 





قطع مكافيئ؛ البؤرة؛ (1 ,1) ؛ الرأس: (0,1) 


الاختلاف المركز 
ك التمارين من 25 إلى 28: حدّد نوع القطع المخروطي وجد عناصره. 


16-25 +96x-256=0 © 16%? + 25y +96-256 





x *ر3-‎ +8+12 +16 =0 © 4x + "ر‎ -16-20=0 © 





ك التمارين من 29 إلى 34: استعمل المميّز لتحديد نوع بيان المعادلة. 
-181y+27 5+7+4 =0 ©‏ مد 


2-15 9+2 + x+y =0 9 





2 +4xy- ?ر‎ -2x+3,-6=0 E 
x +° + 3-2 y-10=0 6 


:5- 3+ رر 





435-972 + ")12+ 129+ قوق 


مراجعة القصل 211 
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€8 آي مما يلي معادلة الرسم المقابل؟ 
O‏ 36 = *ر4- ثرو [ج] 36 = *ر9+ +4 


لعا 36= *4- "ر9 خا 36= 4+ 9x”‏ 








مما يلي تقاطمات بيان المعادلة 100- *ر25+ +4 مع المحور 8 
2.00 2.05( ها (4.0) 5 )4,0( 


5,0( 5 )5,0( تخا )10.0( 5 )10,0( 





أي مما يلي معادلة الرسم المقابل؟ 





أي من القطوع الزائدة التالية يملك أكبر مسافة بين البؤرتين؟ 











(+22) _ 36) -1 مم‎ 1 ım 
o _ ل )4115( داك‎ 225 -1 € 





3 أي مما يلي معادلة الرسم المقابل؟ 
4+ _ “زوم 
~ı‏ ا 


يع _ دم 


6 =1 











€ ما طول المحور الصغير ب القطع لع الناقص 1= + 532 
70 11 1 2 





212 الفصل 6 تحضير للاختبار 


هه 
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€ أي من القطوع المكافئة التالية ينفتح إلى اليسارة 
16y+4x* =12 e] 16y-4+* =12 O‏ 
16x-4y* =12 9‏ هم 12= ",16+4 


3 أي مما يلي محور التناظر للقطع المكاضى *(4-4)2+2-+ 8 
O‏ معد 2 لها 4= لها 8=ر 





8 أي من القطوع المكافئة التالية دليله 4= ر ؟ 
0 *(ا-م). 
E‏ )4+( 





»-5= (+2) 
x+3=‡(y-2( ع‎ 








Ê‏ مماس القطع المكافئ +ه=ر عند م x=‏ يقطع المحور × عند: 


لها + $8 





م دم 





8# ميل المماس نحن عند النقطة (« .*) يساوي أيًا تكن هذه النقطة على المنحني. ما نوع هذا المنحنية 
للا دائرة بآ قطع مکافی [] قطع ناقص ا قطع زائد 





أي مما يلي بؤرة القطع المكافئ 36=0+×8-ر4+ ثرو 
8 )2.6( )6-2( ها )2-.2( ه )2-.4( 


ما نوغ المنحني الذي معادلته: 21=0+ر16+×6-”ر4+ ”× و 
7 دائرة قطع مکاضی 5ا قطع ناقص لتا قطع زائد 





تحضير للاختيار 213 












الفصل السابع 
الدرسان 
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مراجعة 


الأشكال التوالدية 
الأشكال التوالدية هي أشكال تتوالد 

بالتواتر انطلاقًا من نقطة معيّنة أو شكل 
معيّن. تستعمل الأعداد المر 
أشكال توالدية مثل الشكل الذي 
الصورة. 
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انت مستعد؟ 
هل ba‏ 


¥ المُفْوّدات 
® ادبط كل عبارة ‏ العمود الأيمن بتفسيرها ‏ العمود الأيسر. 
د المدد المرب على الصورة 2 حيث 4 و ظ عددان صحيحان و0 8 8. 

السك عدد صورته ٩+5‏ حيث 6 و۵ عددان حقيقيان و 1- 
الانعكاس حول مستقيم [ع] تحويل هندسي يسحب جميع نقاط المستوي المسافة نفسها يخ 
العدد النسيي الاتجاه ثقسه. 

المسافة بين نقطة على محور الأعداد ونقطة الأصل. 

تحويل هندسي يحول كل نقطة 4 إلى نقطة ۸ بحيث يكون 

المستقيم محور 24 


3 
5 


”تي التحويلات الهندسية 
به التمارين من 2 إلى 9. جد إحداثيي صورة النقطة (1 ,4)1 بالتحويل المعيّن. 
انعكاس حول المحور×. اتعكاس حول المحور لإ. 
انعكاس حول المستقيم ×= ر. سحب مكجهه (3- ,1)2 . 
€ تناسب هندسي مركزه نقطة الأصل دوران حول نقطة الأصل بزاوية "135. 
ونسيته 1. 
€ دوران حول نقطة الأصل بزاوية '90-. €3 انعكاس حول المستقيم 2 -< متبوع 
بدوران حول نقطة الأصل زاويته "90 . 
”ايك المعادلات التربيعية 
التمارين من 10 إلى 13 : حدد نوع جذور المعادلة التربيعية وعددها. 
+x+1= 2 +5x-9=0 ©‏ 0 


2x +8x+8= ثيه‎ +5x-11= 


بك المتتجهات 
ك الشكل المقابل. 6 نقطة تقاطع وسيطات المثلث '480. و '6 صورة 


© بالاثفكاس حول منتصف 26 . يد 88+66 +544 . 7 
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الصور المختلفة للعدد المركب 


Various Forms of a Complex Number 





ينتج مما سبق أن كل عدد مرگب +× =2 يُحدّد زوجا مرا ( ,*) مؤلّمًا من عددين 

حقيقيين. ويعيّن بالتالي نقطة ف المستوي الإحداثي هي النقطة( ,*) 14 . تُسمّى هذه النقطة 
تكتب ,1 . من ثاحية أخرى. تحذد كل نقطة (ط ,)۸ بي المستوي 

زوجا مرثّبًا (0 ,6) ملَمًا من عددين حقيقيّين (إحداثيي النقطة) وتحذد بالتالي 


المفردات /ةاناطوءهلا 





Absolute Valuê  قلطملا‎ 











الزاوية القطبية 87905604 عددًا مركَبًا 6+0 =« . يُسمَى هذا المدد المركّب عدد النقطة 4. ويُكتب على الصورة ,2 . 
الصورة الجبرية نموا 
Form‏ 
الصورة الجبرية 
الصورة المثلثية 7019006006118 
Form‏ عدد مركب 2 هي الكتابة ++ 2 حيث + و رعددان حقيقيان 






الصورة القطبية 5018/5605 و تمت ب الصف الحادي عشر أن العدد المرب 


يُكتب على هذه الصورة بطريقة وحيدة. يُسمْى العدد الحقيقي × الجزء الحقيقي ل : ويُكتب 
(۸)2. كما يُسمّى العدد الحقيقي ( الجزء التخيّلي ل ويُكتب (1)2 . 





يُراقق كل عدد مركب ط+2=4 المدد المركب طز 
للعددين 2 و2 الجزء الحقيقي نفسه أي (۸)7(=۸)2. وأن جزءَيهما ا 
لل 


: ويسم العدد المرافق للعدد 2. لاحظ أن 
متعاكسان آي 





مقال [[ إيجاد الجزء الحقيقي والجزء التخيّلي لعدد مركب 
اكتب العدد المرب 1-24 = على الصورة الجبرية: وجد جزءه الحقيقي وجزءه التخيلي. 


1 








الحل 


226 ے 1-24 دج اضرب البسط والمقام بمرافق المقام الت نة في المقا 
E Fy pg e a a KIA‏ 


3-4 _ 144 _ ممما 





EV‏ ` اكتب العدد المركب ((7)1-1-)(2-31()51-4) =2 على الصورة الجبرية 
وجد جزءه الحقيقي وجزءه التخيّلي. 
إلى جانب الصورة الجبرية للعدد المركب. هناك الصورة المثلثية والصورة القطبية اللتان تستعملان 
لحل مسائل كثيرة بطرائق مختصرة. 
216 الفصل 7 الأعداد المركيّة والهندسة 
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الصورة المثلثية 
النقطة 4.114 الشكل المقابل هي نقطة العدد المرب « M(xy)‏ 

(20). تحدد هذه النقطة عددًا موجبًا ۲ هو المسافة بينها وبين 5 

نقطة الأصل 0. وعددًا حقيقيًا آخر هو القياس بالراديان للزاوية  ۲51٩9‏ 

الموجهة 9 التي يكؤنها المكجه 014 مع النصف الموجب مأ 5 |0 
من المحور × . يُسمّى العدد الأؤل مطلق العدد المركّب 2 ورمز إليه ro‏ 
بالرمز|ء|. كما يُسمّى العدد الثاني زاوية قطبية للعدد المركب ورمز 

إليه بالرمز (2 )نه . 


الاحظ أن مطلق العدد المرب محدّد من دون أي التباس. بينما يشوب تحديد زاويته القطبية بعض 
الالتباس. فإذا كان > قياس زاوية قطبية للعدد المركب 2 مثلاً. فإن 2۸7+ ج حيث ‏ عدد 





صحيح؛ قياس آخر لها. يدضنا هذا الأمر إلى الحديث عن زاوية قطبية للعدد المرب وليس 
عن الزاوية القطبية للعدد المركب. 

إذا عدت إلى الشكل أعلاه. يوسمك أن تكتب 6066 =× و 0نو 
وبالتائي (0ملدة + =r cos0+ isin = r (e00‏ بر دع دع 





الصورة المثلثية لعدد مركب 


الصورة المثلثية لعدد مركب +× =2 (2#0) هي (0هلو1 + 0050) دج . 


درك | 
4 





مقال [ كتابة عدد مركب على الصورة المثلثية 

اكتب العدد المركب 31ل 2=2+2 على الصورة المثلثية. 
الحل 

ابدأ بإيجاد المطلق. 


4= 6ل = 2= 23+ 2 = + ول = 






الصورة الثالثة لكتابة الأعداد المركبة هي الصورة القطبية (وتسمّى أحيانًا الصورة الأسَيّة). وهي 
اختصار عملي للصورة المثلثية. 
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الصورة القطبية 

يعرف العاملون ب4 حقل الرياضيات الكتابة “© كما يلي 5106: + 58مه = *ء مما يسمح بكتابة آي 
عدد مركب (0ها +7)2050 =2 . مختلف عن 0 على الصورة ۲١‏ = 2. تُسمَى هذه الكتابة 
الصورة القطبية للعدد المرب 2 . قد تتساءل عن العلاقة بين ٠‏ وكل من #م و "ع 
هل ترتبط هذه الكتابات بالعلاقة "ع ع = 0** أ كما هي حال القوى حيث ”ه ”ي = ”ي 5 
الجواب على هذا التساؤل هو: نعم. يُمكنك إثبات ذلك كما يلي: 


(cos + isin X(cos9’ (“8منواع‎ 





:050 “50م‎ +icosêsin0’ +isin@cos0’ +i? sin sin” 
:0s@c0s6’ +1 هنع ومن‎ 8“ + isin 6 “دم‎ - sin sinê’ 





( “50م 0صلوج “6مند 0 دمع ) زج sinê’‏ من - “50م 50م = 


¢ - ر نوم عمنون +( /6+ )دم - 








1 الصورة القطبية لعدد مركب 


الصورة القطبية لمدد مركب نإذ++ دج (2#0) هي 2-76: 
حيث ”+ عل r=‏ و 4د وممد 





لأن النقطة ,26 تقع ب الربع الرابع من المستوي الإحداثي. 


الصورة القطبية للعدد المركّب 2 هي © 26 


7 ”7 3 اكتب العدد المرگب /2+2. 


) خصائص المطلق والزاوية القطبية لعدد مركب 








على الصورة القطبية. 


3 
0 
a+ 


8 


إذاء وفقط إذاء 0= لاإ د 


| -اتا هاه +| 














ag(z, (+2 O‏ + ( )عه =) :3 قاع 


arg (2" )=narg(2)+ 2 kr E] 
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مقال [ استعمال خصائص القيمة الطلقة والزاوية القطبية 
جد مطلق كل عدد مركب وجد زاوية قطبية له. 
H a30‏ 9 
استخلص قيمة كل من ٌه و صا . 
الحل 
احسب القيمة المطلقة لكل عدد. 
2= قلح )3( =[ 
















,اله لأن النقطة ,2 تقع ب الربع الرابع. 
,هه لأن النقطة رة تقع بك الربع الرابع. 
)=asla)-uela)=‏ 2 أي 


| يُكتب العدد المرب ج على الصورة المثلثية كما يلي: ( ها5 + ده )1/3 





لكي تجد قيمة كل من cos‏ ر جد هذه . اكتب 2 على الصورة الجبرية. 


له 
0 





ذلك أن اد ر اق 

ن ذلك آن: 

من ذلك آن: زلا ر ال 
NETE 2 (cos + isin)‏ 
ہن + كوم )| 2ل z=‏ = کا ر اد 





HE E 


وى د 








De Moivre 


(cos +isin@)" = قوف‎ + isinnê 


لهذه المبرهنة أهمية كبرى به تبسيط بعض المقادير. كما تستعمل هذه المبرهنة ب4 علم المثلثات 
لأنها تساعد على إثبات كثير من المتطابقات. 
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مقال [8 تطبيق على علم امثلثات 






الحل 


اكتب المقدار '( ۸ا5 + ۰) على أبسط صو 


> +isin4 5 =cos + isin 
cos4 + sin4 cos + isin, 


ياك د مداه 





5 
(eos منج‎ 





هنو + 0527 ) على أبسط صورة. 


مقال [00] إيجاد متطابقات مثلثية 


جد متطابقتين لكتابة 0536© و 30 هلو بدلالة 058© و 8106 . 


الحل 


(isin)"‏ + *(0سلدة) 0دمء3 cos" 0+ 3cos* 0(isin0)+‏ = "(0ملوة +8ومم) 


= cos" 0+ 3icos? Osin@- 3cos0sin” 0-isin” 0 


غير أن: 


(cos + isin)’ = cos30+isin30 


بالاستناد إلى مبرهنة ©:3801 26. معنا إذن: 


cos 30+isin 30 = cos” - 3cos@sin” 0 +i( 30s? @sin@= sin” 0) 


بالتالي فإن: 


3cos? 0ملدة‎ sin" 0 -30ومه و‎ cos” 0- 3cos0sin” 0 





sin 36 





E‏ 6. جد متطابقتين لكتابة 60520 و 2 هلو بدلالة 00ء و 0نو 


جذور الواحد 


تعرف أن للواحد جذرير 





بن هما 31 1-. وأن له جذرًا تكميبيًا واحدًا هو 1. يضح القول الأخير 


لواقتصرت على مجموعة الأعداد الحقيقية. لكن إذا توسّمت إلى مجموعة الأعداد المركبة. تجد. 
كما سترى. أن للواحد ثلاثة جذور تكميبية. 


قول عن عدد مركب ”2-76 أنه جذر للواحد من الرتبة 7 حيث 7 عدد صحيح موجب 


إذا حقّق 1= “. 





جدور الواحد 





بل ن 


كل قيمة تّمطى لٍ ۸ تحدّد جذرًا للواحد من الرتبة ۸ . 
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جدور الواحد 







ا يكن العدد الصعيح الموجب ١‏ فإن للواحد « جدرًا 
من الرتبة 1ء تُشكل هذه الجذور رؤوس مضع منتظم وتقع 
مها على دائرة الوعدف. 








مقال [ الجذور التكعيبية للواحد 
جد الجذور التكميبية للواحد؛ وعيّن نقاطها بذ 
المستوي الإحداشي. 
الحل 
هناك ثلاثة جذور تكميبية للواحد هي 








يستعمل العاملون ‏ حقل الرياضيات رمرًا خاضًا للجذر التكعيبي = ,. هذا الرمز هوز. 


يُمكنك أن ثَِيّن بسهولة أن 


6 ” 7. جد جذور الواحد من الرتبة 4: وعيّن نقاطها ي المستوي الإحداثي. 








4 التمارين من 1 إلى 12: اكتب العدد المركب على الصورة الجبرية. 
© +( 1-1( © 37+ 
“نج © "حم 

5ا 2 نلق اا2 مم 
i) 0 37‏ 
التمارين من 13 إلى 20 اكتب العدد المرب على الصورة المثلثية والصورة القطبية. 
1 











2=1+i 





1-7 الصور المختلقة للعدد المركب 221 
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التمارين من 21 إلى 25: اكتب العدد المركب على الصورة القطبية؛ علمًا بأن “م, - 2 . 


^ © 





زو isin‏ + كوو جا دع 


التمارين من 33 إلى 37 اكتب كل عدد مركب على الصورة المثلثية حيث » عدد حقيقي. 
مجم + O z= sina‏ ممهخ-بوده: 


6 هلة1- يمومه 





سلجم وده 
هله اسيم ووه 








ب عما يلي إذا علمت أن: لا + ! 


جمدل 





[1] اكتب ر على الصورة القطبية. واستنتج أن هذا العدد المرب جذر تكعيبي للواحد. 
ن أنه جذر تكميبي غير حقيقي للواحد مختلف عن . 


3 amt 


زو 7= =" و 0= + +1 





ليع ما عدد جذور الواحد من الرتبة 2 رأيك؟ 


222 الفصل 7 الأعداد المركبة والهندسة 





CRADE12-CHAPTER 7 2013-final 2/12/15 2:40 PM Page 10 5 






الأعداد المركبة والهندسة 


Complex Numbers and Geometry 


اط المستوي والأعداد المركُبة ابل بحيث تُحدد كل نقطة M(x, y)‏ 
عددًا مركا وحيذا + += برع هوعد النقطة (( ,×) ۸4 ويُحدد كل عدد مرب 19+ دع 





تعلّمت يذ الدرس السابق أن 





على الأعداد المركبة. 
* يحل مسألة هتدسية : 
باستعمال الأعداد المركٌبة. ‏ (5 ,»)7 عددًا مركبًا 4+0 = ,ج هو عدد المثجه؛ كما يُحدّد كل عدد مركب و1+م z=‏ مثجهًا 


(و ,م) ,7 هو مثجه العدد مركب وا+م =2. 





نقطة وحيدة (« ,) ,14 هي نقطة العدد المرب +× >> . من ناحية أخرى. بُحذد كل 


المغردات "١١١۳١١‏ يسمح التقابل بين الأعداد المركبة من ناحية وثقاط المستوي ومجهاته من ناحية أخرى. بتمثيا 


عدد النقطة 4100108 المعليات على الأعداد امربة هندسيًا كما يسمح بالتعبير عن حالات هندسية جيريًا. هذا ما سوف 


اتقطة المدد المرب اهم 
of the complex number‏ 


Ao |hê alse 
لیکن ظ1 +4 حلا عددًا مركب ۇ(ط ,7)4 مگجهه. إذا جمعت لا‎ ۲ 


مجه المدد المركّب ‏ 10۲ء۷6 EEE‏ 5 
ب إلى عدد مركب =2 تحصل على العدد امرك 
of the complex number‏ إلى PE E‏ لمر 


الصورة المركّبة  Comple«»‏ (ط جر )1 + ذه جيد) - زط +ه) + زب +ع )- يربج - 
frm‏ 


تتعلّمه يذ هذا الدرس. 


جمع الأعداد المركبة 








إذا كانت (نز ,)24 نقطة العدد المركٌب 2ؤ ( "ر , 'بد) ”24 





التفسير الهندسي لجمع الأصاد المركبة 


جمع عدد مركب « مع عدد مركب 2 يحؤل نقطة المدد > بسحب مكجهه ت 





ايجاد متجه سحب 
ما مثجه السحب الذي يُحؤل نقطة العدد المركّب 2+34-<-2 ٠‏ / 
إلى تقطة العدد المرب 5-414--” 

الحل 

إذا كان (8 ,7)4 . مجه السحب الذي بحل ,16 إلى .۸4 فإن 





ه+(2-)-5-] 
3+8) =4-| 





المكجه (ط ,)ت هو (7-,3-)28. 
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7" 1. ما مجه السحب الذي يُحوّل نقطة العدد المرب 2=6-21 


إلى نقطة المدد المرب 41 +6= $2 
ضرب عدد مرگب ب عدد حقيقي 


ليكن :++ =2 عددًا مركٌبًا و عددًا حقيقيًا. إذا ضربت 442 تحصل على العدد المركّب 
z'=kz=k(x+iy)=(kx)+i(ky)‏ 
إذا كانت (« ,*) .14 نقطة العدد المرب و (¥ ,:). 14 نقطة العدد ١‏ 





المركب “2. فإن 9 3 مما يُثبت أن ۸ هي صورة,16 بتناسب wene‏ 


أذ سیه 


هندسي مركزه نقطة الأصل وتسبته 4 





التفسير الهندسي لضرب عدد مركب 2 عدد حقيقي 


اضرب عدد مركب 2 ب عدد حقيقي / يحول نقطة العدد 2 بتناسب هندسي 
مركزه نقطة الأصل وتسبته ۸ . 


مقال [01] إيجاد نسبة تتاسب هندسي 

ما نسبة تناسب هندسي مركزه نقطة 
الأصل ويُحول نقطة العدد المرب 28 + 5. 
نقطة العدد المركب 27-10-48 9 
الحل 


إذا كانت (« ,*) ,14 نقطة العدد المركب > و (' ,)4 نقطة العدد المرب 














وإذا كان العدد الحقيقي / نسبة تناسب هندسي مركزه نقطة الأصل ويحّل 


٣پ‏ و 2 ما سبة اسب هندسي مركزه عة الأصمل وول نتطة العده 
المرب 6-2 =2 إلى نقطة العدد المركب 7-3-4 


بالاستناد إلى ما سبق؛ فإن تحويل نقطة 36 بتناسب هند سي مركزه نقطة الأصل ونسبته العدد 
الحقيقي 6 يعود إلى ضرب > ٠‏ عدد النقطة 1 . بذ العدد الحقيقي ۸ وتعيين نقطة العدد المركب 
الناتج 4 > * . تُسمّى الكتا. . الصورة المركبة لهذا التناسب الهندسي. 

ما الصورة المركبة لتناسب هندسي مركزه النقطة ۸ ونسيته العدد الحقيقي » 5 








الكتابة المركبة للتناسب الهندسي 


الكتابة المركبة لتناسب هندسي مركزه النقطة 4 ونسبته العدد الحقيقي » 
هي (-۸)2= 2-4 حيث ,2 = المدد المركب للنقطة 4 . 


الفصل 7 الأعداد المركبة والهندسة 
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مكال BE‏ إيجاد صورة نقطة بتناسب هندسي 

ما صورة النقطة (3- ,3) 34 بتناسب هندسي 

مركزه النقطة(1 ,۸)1 وتسبته العدد الحقيقي1 - 5 
الحل 

الدينا 31 يي > ,2 = . إذا كانت 14 صورة 14 
بالتناسب الهندسي وري = "80 فإن(»-0) +. 
31 >( +1)+((+1)-4)3-31 














1+i jm 









(m-a)+a= 


العدد المرافق 


تذكر أن العدد المرافق للعدد المرب برا + × =2 هو العدد المركٌب بر 
إذا كانت ( ,×) ,14 نقطة المدد المركب 2 و( , ).۸ نقطة 


العدد المرافق 2 . فإن * 


5 
بالانعكاس حول المحور × . 





التفسير الهندسي للعدد المرافق 


الانتقال من عدد مركب 2 إلى العدد المرافق 7 يحول نقطة العدد 2 
بالاتفكاس حول المحور×. 


مقال [1] صورة نقطة عدد مركب بالانعكاس حول المحور ع 
ما صورة نقطة العدد المركب (21)31+1-(5)2-1-=2 بالاتعكاس 
حول المحور 8 
الحل 
ابدأ بكتابة العدد المركب على الصورة الجبرية. 
10+5i-6( (-21‏ 





-5(2-i)-2i(3i+1 
4+31-دع‎ 

نقطة العدد المركب < هي (3 ,4-) ,11 . صورة هذه النقطة 
بالانعكاس حول المحور × هي النقطة (3- ,4-) ٠۸1".‏ 


ج1737 4 ما صورة نقطة العدد ا مرگب (71+14()8-111-)3= 2 بالاثعكاس حول 
المحور 52 


2-7 الأعداد المركيّة والهئدسة 225 
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9 أكثر تعقيدًا من التفسيرات السابقة. سوف نستعمل 
لكتابة الأعداد المركبة لأنها تسهل الوصول إلى | 
ليكن “66 -/؛ عددًا مركٌبًا مطلقه . و » زاوية قطبية له. إذا ضربت #0 عدد مركب 2=76 


تحصتل على الغدذ ارکب 





52 (ee 
zu = re" a" = (ra)e'' 





إذا كانت ,46 نقطة العدد المركب 2432 نقطة العدد المركُب”2 


فان ا یت ٠‏ 
0'=0+a+2kr‏ 








إذا أمعنت النظر ب الشكل المقابل تجد أن تحويل ,14 إلى ,“24 
يتم على مرحلتين: تحويل .14 إلى ,14 بدوران مركزه نقطة الأصل × 
وزاویته (:)عمة = ثم تحويل ,14 إلی. ,1 بتناسب هندسي EEE‏ 
مركزه نقطة الأصل ونسبته |»|= 6 (مطلق العدد المرب .)٠‏ 





التفسير الهندسي لضرب الأعداد المركبة 
ضرب عدد مركب 2 .يا عدد مركب × يسول نقطة العدد ± بدوران مركزء نقطة 
1 الأصل وزاويته ():)جنة: يتبعه بتناسب هندسي مركزه نقطة الأصل ونسبته |»| . | 
9 
معحالق Bl‏ تحويل نقطة باستعمال ضرب الأعداد المركبة 
أن من الممكن تحويل العدد المركٌ إلى نقطة العدد المركب (-1) 20/2 -/2 
بدوران مركزه نقطة الأصل اسب هندسي مركزه نقطة الأصل. 
ما زاوية الدوران؟ وما نسبة التناسب الهندسي؟ 
الحل 
يكفي أن تجد عدد مركا ا بحيث تحصل على * ة لضرب 2 ب 14. بما أن ا 
عم ”+ ويما أن 0غدع فإن = ». استعمل الصورة القطبية لكتابة عدد مركب. 






















2. جد ألا مطلق وزاوية كل من العددين المركبين 2 2/3 . 
tanê‏ و ج00 





laa 0 
k1 
۱ El 





أن 2+2 





استنتج مطلق د. لديك | |2| =[ :| وبالتالي فإن: 2۷2 = چ 
لديك أيضًا (2 )۳ھ +( )ع = (2) 2ه 


6 الفصل 7 الأعداد المركبة والهندسة 
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وبالتالي: 


+2kF 





+2nr)-(f-2mr) 





arg(«)=arg(z')-arg(2)= 


2 


حيث «-م k=‏ 
إذنء ذاوية الدوران هي 2- ونسبة التناسب الهندسي هي 20/2 . 


EV‏ " أن من الممكن تحويل نقطة العدد المرب -1= 2 إلى ثقطة العدد 
المرب (+2)1/ = بدوران مركزه نقطة الأصل. پت 0 


بتناسب هندسي 
مركزه نقطة الأصل. ما زاوية الدوران؟ وما نسبة التناسب الهندسي؟ 








يُمكنك بالاستناد إلى ما سبق» تحويل نقطة 1 بدوران مركزه نقطة الأصل عن طريق ضرب عدد 
النقطة 44 عدد مركب مطلقه 1. بتعبير آخرء لتحويل النقطة 24 بدوران مركزه نقطة الأصل 
وزاويته 0. اضرب العدد المركب يج = 8 (عدد النقطة 14) ب العدد المركي #م 
(العدد المركّبِ الذي مطلقه 1 و 0 زاوية قطبية له) ‏ وعيّن نقطة العدد المركب النا: 
الكتابة <" - “2 الصورة المركبة 1052 «وامصده© لدوران مركزه نقطة الأصل وزاء 
ما الصورة المركيّة لدوران مركزه النقطة ۸ وزاويته 50 












الصورة المركبة للدوران (للاطلاع) 


الكتابة المركبة لدوران مركزه النقطة 4 وزاويته 0 هي (»-2) = 2-4 حيث 
العدد المركب للنقطة 4 . 





تعن | صورة نقطة بالدوران 
ما صورة النقطة (3- ,3) 14 بدوران مركزه 
النقطة (1 ,۸)1 وزاویته 25و 
الحل 


١ 3‏ +1 = ,2 =ه . صورة 1 بالدوران 
هي النقطة ,1 - 1 حيث (ه-م) "م دم كس 








¥ )a-31-)1+1(+)1+0( 


7 


1+1+(41 -2( )22 ل ) 


+ كد‎ 4i)+1+i=23+i(3+ 3) 





صورة النقطة (3- ,3) 4 بالدوران هي النقطة (3 +3 , 2/3) = 


”" 6. ما صورة النقطة (4-,4) 14 بدوران مركزه النقطة (1-,1-)4: 


من الملاقة بين الأعداد المركبة والنقاط ب4 المستوي الإحداشي. لحل مسائل هندسية. 
أو لإقامة بعض البراهين ب4 مجال الهندسة. 











2-7 الأعداد المركيّة والهئدسة ‏ 227 
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ي التمارين من 1 إلى 6 اكتب العدد المركب لصورة النقطة 34 بالتحويل المعيّن. 
© (1-,1/)2 ؛ سحب مكجهه (2 ,3-)2 


© (5 ,1)3 ؛ سحب متجهه (2- ,7)2 


€ (0 .1)2 ؛ دوران مركزه نقطة الأصل وزاويته 5 . 





(14)2,1 ؛ تناسب هندسي نسبته 3 . 
© (1.3-)24 ؛ اتعكاس حول المحور ×. 
( ,1)4 :اتفكاس حول المحور لا. 


€3 ما مجموعة النقاط ‏ التي تُحقّق +-|ه-ج| 
حقيقي موجبة 


حيث © عدد مرگب معيّن و7 عدد 





قي ما صورة الدائرة 1-|1-:| بالتحويل الذي يحول 14 إلى 1 حيث 2-4+ه(1+1) - 27 . 
ما التحويل الهندسي الذي يعبر عن ضرب عدد مرگب 4 81 


© جد مجموعة الأعداد المركبة2 بحيث تكون النقاط ,۸ ٠ ۷.٠‏ 46 على استقامة واحدة. 





28 الفصل 7 الأعداد المركبة والهندسة 
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التمارين من 1 إلى 5 اكتب العدد المرب على الصورة الجبرية. 


(E) نك‎ 7 
2i) î ا‎ 


5 عدد مرگب مطلقه 2 وله زاوية قطبية . 








عدد مرگب مطلقه 3 وله زاوية قطبية 


6 


اكتب على أبسط صورة المقدار (/3+27)1-3) . 


به العدد المرب ا 





اضرب المدد المركّب الذي مطلقه 2 وله زاوية قطبية ي مطلقه 3 وله زاوية قطبية = . 





اكتب على أبسط صورة المقدار لظ . 


اقسم العدد المركٌب الذي مطلقه 2 وله زاوية قطبية ‏ على العدد المركب الذي مطلقه 3 وله زاوية قطبية 5= . 





اكتب. على الصورة القطبية. كلاً من العددين المركبين لاجد = و 1=« ثم اكتب على الصورة نفسها 





قينا 
كب شه -» على الصورة الجبرية؛ ثم على الصورة المثلثية. استنتج ومن . گنی 2 
اكتب العدد المرب 23 -» على الصورة الجبرية. ثم على الصورة المثلثية. استنتج و . كتهلة. كتهفاء 
a‏ 


أن » حل للمعادلة 1= ج . 





مراجعة القصل 29, 
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39 الجزء الحقيقي للعدد المرب *(/+2)-2 هو: 























2 عا 4 3 1 
قك الجزء التخيّلي للعدد المركّب z=)1-(*‏ هود 

2 0 2 2 5 

مطلق العدد المرب /2-4+3 هو: 

î 2 78‏ لها 5ل 

أي من قياسات الزوايا أدناه. زاوية قطبية للعدد المركّب /2-2 -ج 8 

30 چ 3 3# 
€ عدد مركب مطلقه 2 وله زاوية قطبية مما يلي كتابة > على الصورة الجبرية؟ 

3-i نجه ه‎ 9 1+3 3+ O 





أل مجموعة حلول المعادلة 2+1-0+*2 هي: |تذكر أن (2+1+ 1()2- 


تسيا 












[1] المجموعة الخالية 2 

ه السب سي 
3 هي نقطة العدد المركب 6-1+1 83 نقطة العدد المركب /-5-1. أي مما يلي مجموعة النقاط 34 

التي تحقّق |1+1-يرة|-|1-1-يرة| 8 

1 امستقيم ۸8 

2] الدائرة التي قطرها 28 احور 28 








منتصف القطعة المستقيمة ۸8 


3 4 : 2 ؛ © نقاط به المستوي الإحدائي تحقّق وه--2 ,ج . أي مما يلي صحيعة 
0 048€. عتوازي أضلاع: ا النقاط 4 » 8 ,© على استقامة واحدة. 
حيث © نقطة الأصل. 
]4 منتصف 8€ 8 منتصف ۸€ 





3 4 هي نقطة العدد المركب 1+1=ه. و8 نقطة العدد المرب 8-3-1 . أي مما يلي صحيعة 








AB=282 5‏ 2ل- دهم 2 هع AB=22‏ 

© 4 هي نقطة العدد المركّب +83.4-1 نقطة المدد امرك 8-3-1 .۸1 منتصف 728 
. أي مما يلي صحيح؟ 

]2= معدم 
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2e0 احير‎ 





cos2 





هفات 
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sin” x +e 


sin(x + y)= sin xcosy + cosxsiny 
sin(x-y)= sin xcosy- cosxsiny 


sin xsiny 





y)= cosxeos)‏ + )وم 


cosxeosy + sin xsin 





(ا- بد )ووه 
sin2x = 2sinxcosx‏ 


cos2x= cos “ملعي‎ x, cos2x=1-2sin د‎ 





sin x 





1(1-cos2x) 


cos? x=}(1+cos2x) 


inx, cos(-x)=cosx, tan(-x 








عمد cos Ex)‏ ,عدم [ه-كامة 








inx, cos(F-x)=—cosx 





دج )صلم 


231 









































